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beim Riwachstum\
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
uhle, Oktober 1999
1. Aufbauend auf den Ergebnissen der Physik nichtlinearer Systeme wurden in den
letzten Jahren erhebliche Fortschritte bei der Aufkl

arung von Strukturbildungsme-
chanismen erzielt, die sich auf L

angenskalen unterschiedlichster Gr

oenordnung als
universell g

ultig erwiesen haben und deren Kenntnis auch f

ur die Herstellung, Ver-
arbeitung und Anwendung verschiedener Materialien von Bedeutung ist.
2. In dieser Arbeit wird die Strukturbildung beim Riwachstum im station

aren und
instation

aren Temperaturfeld theoretisch analysiert und numerisch mittels der Me-
thode der niten Elemente (FEM) behandelt. Beim langsamen Eintauchen eines
erw

armten schmalen Glasstreifens in kaltes Wasser werden in Abh

angigkeit von der
Probenbreite sowie den beiden Lastparametern, der Temperaturdierenz zwischen
Ofen und Wasserbad und der konstanten Eintauchgeschwindigkeit, unterschiedli-
che Ristrukturen (kein Ri, ein oder mehrere gerade oder oszillierende Risse) mit
scharfen

Uberg

angen beobachtet. Hierarchisch geordnete Ril

angenstrukturen ent-
stehen beim Abschrecken einer erw

armten Probe in einem K

uhlmedium.
3. Zur Untersuchung des Riwachstums und der Strukturbildung sind die Grund-
gleichungen der linearen Elastizit

atstheorie mit vorgegebenen Randbedingungen auf
dem bewegten Ri zu l

osen (Moving-Boundary-Problem). Bez

uglich der aus den
Riausbreitungsbedingungen bestimmbaren

Anderung der Rikonguration handelt
es sich um ein nichtlineares Problem, f

ur das mehrere L

osungen existieren k

onnen.
Eine Stabilit

atsanalyse liefert die morphologischen

Uberg

ange in Abh

angigkeit von
den Proze-, Geometrie- und Materialparametern.
4. Der

Ubergang zwischen gerader und oszillierender Riausbreitung am eingetauch-
ten Glasstreifen wird mit Hilfe einer in der Amplitude nichtlinearen Entwicklung
der Rioszillationen untersucht. Dazu wurde die Ansatzmethode nach Gerbatsch
auf h

ohere Harmonische in der Rikontur erweitert. Die Riausbreitungsbedingun-
gen liefern in der Extrapolation auf eine beliebig kleine Amplitude (im Vergleich
zu Rechnungen bei endlicher Amplitude von Gerbatsch) verbesserte Werte f

ur die
kritische Wellenl

ange in Abh

angigkeit von der Eintauchgeschwindigkeit. Es ergibt
sich eine gute

Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen von Ronsin
und Perrin [RP97].
5. Das von Adda-Bedia und Pomeau verwendete Verzweigungskriterium ist nicht
hinreichend. Es f

uhrt bei kleinen Eintauchgeschwindigkeiten zu groen Abweichun-
gen in der kritischen Wellenl

ange.
6. Die in der Literatur in unterschiedlichen Experimenten bestimmten morphologi-
schen

Uberg

ange zwischen keinem Ri, einem geraden Ri und einem oszillierenden
Ri werden in einer einheitlichen normierten Darstellung zusammengefat und mit
den theoretischen Ergebnissen verglichen. Die Theorie liefert untere Grenzkurven
f

ur die jeweiligen

Uberg

ange mit guter

Ubereinstimmung f

ur gr

oere Eintauchge-
schwindigkeiten. Die experimentellen Werte streuen infolge unterschiedlich realisier-
ter Temperaturfelder in Abh

angigkeit von der Eintauchgeschwindigkeit und dem
W

arme

ubergang zwischen Probe und Umgebung bzw. K

uhlbad. Um eine besse-
re quantitative

Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment zu erreichen,
w

are es notwendig, die bruchmechanische Analyse f

ur das an der Probe gemessene
Temperaturfeld durchzuf

uhren.
7. Mit Hilfe der nichtlinearen Analyse wird f

ur alle Eintauchgeschwindigkeiten ein
unstetiger

Ubergang zwischen gerader und oszillierender Riausbreitung berechnet.
Der numerische Aufwand ist hoch, da f

ur die nichtlineare Entwickung 12 Koe-
zienten bestimmt werden muten. Die Ergebnisse sind im Rahmen der Numerik
selbstkonsistent. Der berechnete Hystereseeekt ist gering. Im Experiment [YS97]
wird f

ur groe Amplituden auerhalb des G

ultigkeitsbereiches des nichtlinearen An-
satzes ein stetiger

Ubergang bestimmt.
8. Die Analyse wurde auf Mehrfachriausbreitung beim eingetauchten Glasstrei-
fen erweitert und das morphologische Diagramm f

ur die kritischen Riabst

ande bei
gerader und oszillierender Mehrfachriausbreitung berechnet. Trotz der Dieren-
zen zwischen Modell und Experiment bez

uglich des Temperaturfeldes konnte eine
einheitliche Darstellung f

ur die theoretischen und experimentellen Ergebnisse von
Ronsin und Perrin mit einer befriedigenden

Ubereinstimmung gefunden werden.
Im Grenz

ubergang sehr vieler Risse folgen { anders als in der Literatur aus dem
Experiment geschlufolgert wurde { unterschiedliche Grenzwerte f

ur die kritischen
Riabst

ande der betrachteten morphologischen

Uberg

ange.
9. Beim Abschrecken erw

armter Proben werden Risse durch ein instation

ares Tem-
peraturfeld getrieben. Infolge zunehmender wechselseitiger Rientlastung bleiben
sukzessiv Risse liegen. Die beobachtete Abnahme der Ridichte mit wachsender
Ril

ange wurde mittels Skalenbetrachtungen f

ur den Halbraum auf eine inverse
Abh

angigkeit mit logarithmischen Korrekturen zur

uckgef

uhrt. Damit ist der in
[Voj94, Mue95] berechnete nichtganzzahlige Exponent zu verstehen. Die Theorie
liefert ohne Fitparameter die aus Abschreckexperimenten von Fischer ermittelte
Abh

angigkeit der Ridichte von der Ril

ange.
10. Die gemeinsame Ursache aller Rimuster sind Zugspannungen als Folge lo-
kalisierter Schrumpfungsprozesse. Dabei spielt es keine wesentliche Rolle, ob das
Schrumpfen durch Abk

uhlung, Austrocknen oder Polungsvorg

ange in Piezoelektrika
hervorgerufen wird. In Fortsetzung dieser Arbeit wird im Rahmen des Schwerpunkt-
programmes
"
Multifunktionswerkstoe\ ein von der DFG gef

ordertes Forschungs-
projekt zum Thema
"
Bildung und Ausbreitung von Ein- und Mehrfachrissen in Pie-
zoelektrika infolge elektrisch gesteuerter Umpolung \ bearbeitet. Die elektrischen
Experimente lassen pr

azisere Messungen zur Strukturbildung bei Riausbreitung
erwarten.
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Kapitel 1
Einleitung
Aufbauend auf den Ergebnissen der Physik nichtlinearer Systeme wur-
den in den letzten Jahren erhebliche Fortschritte bei der Aufkl

arung
von Strukturbildungsmechanismen erzielt, die sich auf L

angenskalen
unterschiedlichster Gr

oenordnung als universell g

ultig erwiesen haben
und deren Kenntnis auch f

ur die Herstellung, Verarbeitung und Anwen-
dung verschiedener Materialien von wachsender Bedeutung ist. Dabei
zeigt sich, da eine Vielzahl beobachteter Strukturl

angen von wenigen
charakteristischen L

angen bestimmt wird [TK94], die nur von weni-
gen System- und Prozeparametern abh

angen. Bedingungen f

ur mor-
phologische Umwandlungen zwischen verschiedenen Strukturen k

onnen
morphologischen Phasendiagrammen entnommen werden, die eine Zu-
ordnung zwischen Prozeparametern und Struktur darstellen.
Eine Vielzahl von Strukturen in Festk

orpern und Festk

orperober

achen
entsteht durch Bewegung instabilerWachstumsfronten, die h

aug durch
Diusionsfelder getrieben werden (Moving-Boundary-Problem). Beispie-
le hierf

ur sind zellulare und dendritische Strukturen [TK94] oder auch
wellige und zerkl

uftete Grenz

achen von Oxidationsfronten [BPS92].
Als ein Sonderfall derartiger Formen k

onnen auch Risse angesehen
werden, deren Triebkraft durch singul

are elastische Felder f

ur bewegte
Rir

ander zu beschreiben ist. Risse in spr

oden Festk

orpern zeigen i.allg.
eine komplexe Morphologie.
In Abb. 1.1 sieht man als Beispiel hierf

ur die Ergebnisse eines typischen
Experiments beim Thermoschock [BFW86]. Dargestellt ist der Quer-
schnitt einer Glaskeramikprobe, die nach dem Aufheizen in einem um
eine Temperaturdierenz T k

uhleren Wasserbad abgeschreckt wur-
de. Das Temperaturfeld dringt dabei im gezeigten Querschnitt von der
Ober- und der Unterseite der Probe ein. Man beobachtet in Abh

angig-
keit von T unterschiedliche Rimuster. In der vorliegenden Arbeit
werden zwei dieser Ph

anomene n

aher untersucht: die Oszillationen der
Rikontur und das Zur

uckbleiben von Rissen, welches zur Herausbil-
dung hierarchisch geordneter Rimuster f

uhrt.
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Abbildung 1.1: Rimuster beim Thermoschock-Experiment: Querschnitt von Glas-
keramikproben, die in einem K

uhlbad mit unterschiedlichen Temperaturdierenzen
T abgeschreckt wurden. Die sichtbaren Seiten waren dabei durch Aufeinandersta-
peln mehrerer Proben thermisch isoliert; gek

uhlt wurde in der Darstellung an der
oberen und unteren Seite [BFW86].
Ein Experiment von Yuse/Sano [YS93], das in der Literatur mehr-
fach modiziert wurde [RP97, Fer99] ist in diesem Zusammenhang von
groem Interesse, denn es gestattet gut reproduzierbare Ergebnisse und
erm

oglicht es, einzelne Ph

anomene, so die Ausbildung der oszillierenden
Rikontur, gezielt zu untersuchen. Ein Ri l

auft dabei in der Mitte eines
Glasstreifens, der mit der Geschwindigkeit v durch einen Ofen und an-
schlieend in ein um eine Temperaturdierenz T k

uhleres Wasserbad
bewegt wird (Abb. 1.2). Triebkraft f

ur die Riausbreitung sind dabei die
thermischen Spannungen in der N

ahe der K

uhlfront. F

ur eine gen

ugend
lange Probe bildet sich beim Eintauchen ein station

ares Temperatur-
und Spannungsfeld aus. Die Rispitze bendet sich stets in der N

ahe
der K

uhlfront, in einem

Ubergangsbereich von Zugspannungen (K

uhl-
bad) zu Druckspannungen (Ofen). Mit Erh

ohung der Prozeparameter
T oder v kommt es zur Ablenkung des Risses aus der Mitte und
in Wechselwirkung mit dem spannungsfreien Rand zu Oszillationen.
Aus praktischer Sicht wird dabei der eektive Riwiderstand durch
Vergr

oerung der gebildeten Bruchober

ache erh

oht und ein Durch-
bruch des Risses nach auen verhindert. Aus theoretischer Sicht liegt
ein Moving-Boundary-Problem vor, da die Riufer als Teil des Proben-
randes mit festgelegten Randbedingungen ihre Geometrie ver

andern.
Bez

uglich der Rikontur handelt es sich um ein nichtlineares Problem,
f

ur das mehrere L

osungen existieren k

onnen. Das System besitzt in ebe-
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ToOfen
Wasser-
bad
Glasplatte
∆T, v
T - ∆To
v
a) b)
Abbildung 1.2: a) Die experimentelle Anordnung nach [YS93]: ein Glasstreifen wird
mit der Geschwindigkeit v aus einemOfen in ein umT k

uhleres Wasserbad bewegt.
In Abh

angigkeit von den Prozeparametern T und v treten verschiedene Rimor-
phologien auf, die auch in einem entsprechenden Freihandexperiment [Ger96] zu
beobachten sind (b). Bei zu geringer Last tritt keine Riausbreitung auf, mit La-
sterh

ohung w

achst zun

achst ein gerader Ri, dann ein Ri mit oszillierender Ri-
kontur und letztendlich erfolgt nach Rispitzenaufspaltung die Ausbreitung von
mehreren Rissen.
ner Formulierung nur wenige Freiheitsgrade, was die Untersuchungen
im Vergleich zu anderen Strukturbildungsph

anomenen erleichtert.
Im Experiment aus Abbildung 1.2 erh

alt man verschiedene Morpholo-
gien des gebildeten Risses in Abh

angigkeit von den leicht zu kontrol-
lierenden Prozeparametern T und v. Im Rahmen der vorliegenden
Arbeit ist besonders der

Ubergang vom geraden zum oszillierenden Ri
von Interesse, f

ur den experimentell im Parameterraum scharfe Gren-
zen beobachtet werden (Abb. 1.3). Neben Arbeiten mit Federmodel-
len [Hay94] existieren bereits mehrere kontinuumstheoretische Arbeiten
[SSN94, Mar94], in denen dieser

Ubergang mit analytischen Ans

atzen
bestimmt wurde; jedoch wurde erstmals in [Ger96] mittels einer nu-
merischen Modellierung im Rahmen der linear-elastischen Bruchme-
chanik (LEBM) und den Methoden der Finiten Elemente (FEM) bzw.
der Randelementmethode (BEM) die

Ubergangslinie in gewissen Para-
meterbereichen korrekt berechnet und eine gute

Ubereinstimmung mit
den experimentellen Daten erzielt. Hierzu wurde mit einer linearen Ent-
wicklung in der Amplitude der Rikontur gearbeitet und der Grenzwert
f

ur sehr kleine Amplituden untersucht. Eine

ahnliche Untersuchung auf
analytischer Basis wurde in [AP95] mittels St

orungsrechnung um den
geraden Riss durchgef

uhrt; im Abschnitt 3.2.3 soll jedoch gezeigt wer-
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den, da in [AP95] ein unzureichendes Stabilit

atskriterium verwendet
wurde.
Eintauchgeschwindigkeit v [mm/s]
Te
m
pe
ra
tu
rd
iff
er
en
z 
∆T
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)
Abbildung 1.3: (entnommen aus [YS93]) Die beim Yuse/Sano-Experiment auftre-
tenden Rimorphologien k

onnen unter Verwendung der Prozeparameter T und
v in einem morphologischen Diagramm dargestellt werden; hier sind die

Uberg

ange
von gerader zu oszillierender und von Einfach- zu Mehrfachriausbreitung eingetra-
gen.
Neben der Bestimmung des morphologischen

Ubergangs ist interessant,
ob sich die Amplitude der Rioszillationen mit wachsender Belastung
T oder v in Analogie zum thermodynamischen Phasen

ubergang erster
Art unstetig oder, analog dem

Ubergang zweiter Art, stetig

andert. In
[BGB95] wurde aus Simulationsrechnungen f

ur oszillierende Risse auf
einen unstetigen

Ubergang und auf einen damit verbundenen geringen
Hystereseeekt geschlossen. Unterdessen wurden in [YS97] erstmals ex-
perimentelle Daten hierzu ver

oentlicht (Abb. 1.4), die einen stetigen

Ubergang nahe legen.
Die Untersuchung der Art des morphologischen

Ubergangs bildet einen
Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit im Rahmen einer im Kapitel 4
durchgef

uhrten nichtlinearen Analyse. Es werden gr

oere Amplituden
und die n

achsth

ohere, dritte Harmonische f

ur die Rikontur ber

ucksich-
tigt, um numerisch das nachkritische Verhalten und damit die Art des
morphologischen

Ubergangs zu bestimmen. Die Abbildungen 1.5 und
1.6 aus [YS97] best

atigen dabei den verwendeten Ansatz mit h

oheren
Harmonischen in der Rikontur. Die erreichbare Genauigkeit des Ver-
fahrens wird im Vergleich mit der Methode der numerischen Simulation
in [BGB95, Ger96] als h

oher eingesch

atzt.
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A(∆T- ∆T  ) / ∆Tc c
Abbildung 1.4: (entnommen aus [YS97]) Gem

a Experimenten in [YS97]

andert
sich die Amplitude A beim

Uberschreiten der kritischen Temperaturdierenz T
c
stetig entsprechend einem morphologischen

Ubergang zweiter Art.
a) b) c) d)
Abbildung 1.5: (entnommen aus [YS97]) Die Experimente in [YS97] zeigen, da der
oszillierende Ri in der N

ahe des morphologischen

Ubergangs mit kleinen Amplitu-
den gut durch einen einfachen Sinus-Ansatz zu beschreiben ist (a, b). Mit weiterer
Erh

ohung der Temperaturdierenz treten jedoch h

ohere Harmonische (c, d) und
sogar Subharmonische (d) auf. (vgl. auch Abbildung 1.6)
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a) b)
c) d)
2π/λ [1/mm]
2π/λ [1/mm]
2π/λ [1/mm]
2π/λ [1/mm]
Grundperiode
Grundperiode
Grundperiode
Grundperiode
3. Harmonische
3. Harmonische
5. Harmonische
Periodendopplung
Intensität Intensität
Intensität Intensität
Abbildung 1.6: (entnommen aus [YS97]) Die Fourierspektren der Rikonturen aus
Abbildung 1.5a-d: Die Anteile der h

oheren Harmonischen und damit deren Ampli-
tuden sind deutlich kleiner als bei der Grundperiode.
Die gute Reproduzierbarkeit der Versuchsergebnisse wurde in [RP97]
auf die Untersuchung der Mehrfachriausbreitung im station

aren Tem-
peraturfeld erweitert. Dabei wurde mit einer nichtkonstanten Streifen-
breite gearbeitet und der mittlere Riabstand beim Einsetzen der sta-
bilen Ausbreitung einer Anzahl von Rissen und beim Einsetzen der
Oszillationen in der Rikontur experimentell bestimmt (Abb. 1.7 u.
1.8). Im Abschnitt 5.1 werden diese Experimente mit dem vorliegenden
theoretisch-numerischen Modell analysiert.
Als Problem im instation

aren Temperaturfeld werden die durch Mehr-
fachriausbreitung erzeugten hierarchisch geordneten Ril

angenstruk-
turen des Thermoschockexperimentes aus Abbildung 1.1 untersucht.
Aufbauend auf [Voj94, Mue95] erfolgt eine numerische Verzweigungs-
analyse. Dabei wird im Modell eines Halbraums die Abh

angigkeit der
Ridichte von der Ril

ange bestimmt, die im Abschnitt 5.2 mit experi-
mentellen Werten verglichen wird. Mit Hilfe von Skalenbetrachtungen
kann ihr asymptotisches Verhalten beschrieben werden.
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a) b)
Abbildung 1.7: (entnommen aus [RP97]) a) Das zu [YS93] analoge Mehrfachriex-
periment in [RP97] wird mit variabler Streifenbreite L ausgef

uhrt (L nimmt im Bild
nach oben hin ab), so da morphologische

Uberg

ange, hier von 13 zu 11 gleichzeitig
laufenden Rissen, direkt beobachtet werden k

onnen. b) Oszillationen erfolgen bei
wenigen Rissen zun

achst gegenphasig, erst sp

ater (oder bei groer Rianzahl sofort)
ndet ein

Ubergang zu chaotischem Verhalten statt (die Rizahl w

achst im Bild von
links nach rechts).
stabile gerade 
Rißausbreitung
instabile gerade 
Rißausbreitung
Anzahl der Risse Nm
itt
ler
er 
Ri
ssa
bs
tan
d p
 (m
m)
oszillierende 
Rißausbreitung
p
p
c
8
osc
p
Abbildung 1.8: Aus [RP97] entnommene experimentelle Werte f

ur die kritischen
mittleren Riabst

ande p
c
und p
osc
f

ur gerade bzw. oszillierende Mehrfachriaus-
breitung in Abh

angigkeit von der Rianzahl N : In [RP97] wird die Hypothese auf-
gestellt, da beide Kurven f

ur N !1 einen gemeinsamen Grenzwert p
1
besitzen.
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Die Arbeit ist folgendermaen gegliedert: Im Kapitel 2 werden die theo-
retischen Grundlagen zusammengefat. Dann folgen in den Kapiteln 3
und 4 die lineare und nichtlineare Analyse des Einzelrisses im statio-
n

aren Temperaturfeld. ImAbschnitt 5 wird die Mehrfachriausbreitung
im station

aren und instation

aren Temperaturfeld untersucht. Die Er-
gebnisse der Arbeit sind noch einmal im Kapitel 6 zusammengefat.
Um die Arbeit von umfangreichen numerischen Aspekten zu entlasten,
werden die Probleme der Methode der niten Elemente (FEM) und der
damit verbundenen Vernetzung eines oszillierenden Risses im Anhang
behandelt.
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Kapitel 2
Grundlagen
Die vorgestellten Experimente werden durch vereinfachte Modellsyste-
me beschrieben, die im folgenden (Abschnitt 2.1) eingef

uhrt werden.
Die Charakterisierung der Modelle erfolgt durch die Temperaturfelder,
die sich bei der Abk

uhlung der Proben ausbilden. Der Einu vorhan-
dener Risse wird bei deren Modellierung vernachl

assigt, auch wenn der
Ri nur n

aherungsweise parallel zum Temperaturfeld verl

auft.
Auf dem Ri sind Randbedingungen f

ur das entsprechende lineare ther-
moelastische Problem deniert. Die Rigeometrie geht nichtlinear in
das resultierende Spannungsfeld ein. Diese Nichtlinearit

at erm

oglicht
die Existenz mehrerer L

osungen f

ur die Rikontur und damit die Beob-
achtung morphologischer

Uberg

ange bei

Anderung

auerer Parameter
(Geschwindigkeit, Temperaturdierenz, Probenbreite).
Die Singularit

at des Spannungsfeldes in der N

ahe der Rispitze wird
durch Spannungsintensit

atsfaktoren beschrieben, die wiederum

uber
Riausbreitungsbedingungen den Rifortschritt und damit die

Ande-
rung der Randkontur bestimmen (vgl. Schema in Abb. 2.1). Riaus-
breitung l

at sich demzufolge als Moving-Boundary-Problem auassen,
das aufgrund seiner Nichtlinearit

at zu verschiedenen Rimorphologien
f

uhrt. Die dabei auftretenden morphologischen

Uberg

ange lassen sich
bereits im Rahmen der linearen Elastostatik berechnen.
2.1 Modellsysteme
2.1.1 Riausbreitung im station

aren Temperaturfeld
Zur Untersuchung des Experimentes aus Abbildung 1.2a wird folgen-
des Modell verwendet: Ein d

unner, unendlich langer Glasstreifen der
Breite L wird mit konstanter Geschwindigkeit v durch einen Ofen der
Temperatur T
0
in ein um T k

uhleres Wasserbad abgesenkt (Abb.
2.2). Um einen denierten Ristart zu beg

unstigen, wird die Mitte des
12
Spannungsfeld
Rißkontur    treibendes Temperaturfeld
Spannungs-
 intensitäts-
  faktoren
Rißausbreitungs-
gleichungen
Wärmeleitungs-
gleichung
Elastostatik
Spannungs-
singularität
Abbildung 2.1: Riausbreitung als Moving-Boundary-Problem [Ger96]: Ausgehend
von einer vorhandenen Rikontur werden die Voraussetzungen f

ur den Rifortschritt
untersucht. Der Einu der Rikontur auf das Temperaturfeld (gestrichelte Linie)
wird in der vorliegenden Arbeit vernachl

assigt.
Streifenanfangs mit einer Einkerbung versehen. Nach dem Abklingen
des Einusses des Streifenanfangs bildet sich ein station

ares Tempera-
turfeld aus, bei dessen Modellierung die im Spalt zwischen Ofen und
K

uhlbad auftretende W

armeabgabe vernachl

assigt wird.
T  - ∆T0
Kühlbad
v
Ofen
T0
y
xa
L
Abbildung 2.2: Modell f

ur das Experiment nach Abb. 1.2a mit station

arem Tempe-
raturfeld: Erst bei x!1 erreicht die Temperatur T
0
, dabei wird jegliche W

arme-
abgabe bei x > 0

uber die Probenober

ache vernachl

assigt. Der W

arme

ubergang
vom Glas zum K

uhlbad an der K

uhlfront bei x = 0 wird hingegen als beliebig gro
angenommen. Der Glasstreifen bewegt sich relativ zum K

uhlbad mit der Geschwin-
digkeit v.
Falls sich der Ri ausbreitet (vgl. Abschnitt 3.1), l

auft die Rispitze im
mit dem Streifen bewegten Koordinatensystem im Abstand a vor der
sich mit der Geschwindigkeit v bewegenden K

uhlfront (wobei a nicht
notwendigerweise konstant bleibt, sondern von der sich ausbildenden
Rikontur abh

angig ist).
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Die weitere Untersuchung erfolgt g

unstigerweise im ruhenden Laborsy-
stem. Der Streifen bewegt sich mit der Geschwindigkeit v in Richtung
der negativen x-Achse, die parallel zum Streifen verl

auft. Der Koordina-
tenursprung ruht in der Streifenmitte auf der Ober

ache des K

uhlbades.
Die Rispitze bendet sich bei x = a, wobei a, wie oben ausgef

uhrt,
variieren kann (Abbildung 2.2).
F

ur das eindimensionaleTemperaturfeld T (x; t) gilt dieW

armeleitungs-
gleichung
@
2
@x
2
T  
1
D
@T
@t
= 0 (2.1)
mit dem thermischenDiusionskoezientenD. F

ur ein station

ares Feld
T (x  vt) folgt die station

are W

armeleitungsgleichung
@
2
T
@x
2
+
v
D
@T
@x
= 0 : (2.2)
Mit den Randbedingungen T = T
0
f

ur x ! 1 und T = T
0
 T f

ur
x  0 ergibt sich die L

osung
T (x) =
(
T
0
 T f

ur x < 0
T
0
 T e
 vx=D
f

ur x  0
(2.3)
mit einer charakteristischen L

ange, der thermischen Diusionsl

ange
D=v. Im Grenzfall v ! 1 verschwindet diese L

ange und das Tem-
peraturfeld besitzt Stufenform.
2.1.2 Riausbreitung im instation

aren Temperaturfeld
Der Rand einer d

unnen Glasplatte, welche die konstante Temperatur
T
0
hat, wird zur Zeit t = 0 um T abgek

uhlt. Bei der Modellierung der
Thermoschockrimuster aus Abbildung 1.1 wird der W

arme

ubergangs-
koezient zwischen K

uhlmittel und Glas n

aherungsweise als unendlich
gro und die Glasplatte als eine Halbebene angenommen.
Die Betrachtung erfolgt im Laborsystem, dessen Abszisse senkrecht
zur Ober

ache liegt. Im zeitabh

angigen Temperaturfeld wird ein Sy-
stem von N Rissen mit den Ril

angen a
i
(t) (i = 0 : : : N   1) und den
Abst

anden p
i
zum n

achsten Nachbarn (Abb. 2.3) untersucht. Die vor-
liegenden Arbeit beschr

ankt sich auf gleichabst

andige Risse mit p
i
= p.
Das Temperaturfeld mu die W

armeleitungsgleichung (2.1) mit den
Randbedingungen T = T
0
f

ur x ! 1 und T = T
0
  T f

ur x = 0
erf

ullen. Als L

osung ergibt sich f

ur x  0:
T (x) = T
0
 Terfc
 
x
(t)
!
mit (t) = 2
p
Dt (2.4)
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T o
x
y
a
a
a
1
2
3
Risse
T - ∆Τo
p1
p2
Abbildung 2.3: Modell f

ur das Thermoschockexperiment nach Abbildung 1.1 mit
instation

arem Temperaturfeld: Betrachtet werden Risse im Halbraum (bzw. einer
Halbebene), deren Abst

ande p
i
in der vorliegenden Arbeit alle gleich sind. Der
W

arme

ubergang zwischen Glas und K

uhlbad bei x = 0 wird als unendlich gro
angenommen. Nach Kontakt mit dem K

uhlbad zum Zeitpunkt t = 0 dringt das
Temperaturfeld immer weiter in die Platte ein.
mit dem komplement

aren Fehlerintegral
erfc(x) = 1 
2
p

Z
x
0
e
 
2
d (2.5)
und (t) als Eindringtiefe des Temperaturfeldes zum Zeitpunkt t [Par59].
2.2 Spannungsfelder
Alle auftretenden Geschwindigkeiten sind klein im Vergleich zur Schall-
geschwindigkeit, so da keine dynamischen Eekte ber

ucksichtigt wer-
den m

ussen. Auerdem treten keine Volumenkr

afte auf, so da sich das
elastostatische Gleichgewicht auf
X
k
@
ik
@x
k
= 0 (2.6)
reduziert. Das Materialgesetz zwischen den Spannungen 
ik
und den
Verzerrungen u
ik
wird als isotrop angenommen, somit gilt

ik
=
E
1 + 

u
ik
+

1  2

ik
u
ll

 
E
1  2
 (T (x)  T
0
) 
ik
(2.7)
mit dem linearen Temperaturausdehnungskoezienten , dem Elasti-
zit

atsmodul E, der Querkontraktionszahl  und demKronecker-Symbol

ik
. Bei kleinen Verzerrungen bestimmt sich der Verzerrungstensor u
ik
aus dem Verschiebungsfeld gem

a
u
ik
=
1
2
 
@u
i
@x
k
+
@u
k
@x
i
!
: (2.8)
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Als Randbedingung ist
X
k

ik
n
k
= 0 (2.9)
mit der Normalen ~n auf dem gesamten Rand inklusive der Rikontur
zu erf

ullen.
Da in allen Modellen d

unne Glasplatten vorliegen, sollen ebene Proble-
me formuliert werden. Es besteht hier jedoch ein Problem in der zweidi-
mensionalen Betrachtung der thermischen Spannungen. W

ahrend der
ebene Verzerrungszustand unabh

angig vom Temperaturfeld physika-
lisch korrekt mit
u
x
= u
x
(x; y); u
y
= u
y
(x; y); u
z
= 0 (2.10)
formuliert werden kann, ist der ebene Spannungszustand

xz
= 
yz
= 
zz
= 0 (2.11)
nur dann widerspruchsfrei m

oglich, wenn das Temperaturfeld der Be-
dingung
r
2
T = F (z; t) (2.12)
gen

ugt [BW960], wobei F eine beliebige von x und y unabh

angige Funk-
tion sein kann. Obwohl 2.12 in den vorliegenden F

allen nicht erf

ullt ist,
wurden trotzdem alle Rechnungen f

ur den ebenen Spannungszustand
durchgef

uhrt, wie schon in [Voj94, Ger96], da der ebene Verzerrungszu-
stand nur f

ur dicke Platten anwendbar ist. In den Experimenten wurden
aber d

unne Platten verwendet, f

ur die der ebene Spannungszustand die

ubliche N

aherung ist. Eine widerspruchsfreie Modellierung ist nur durch
eine dreidimensionale Betrachtung des Problems m

oglich, in der vorlie-
genden Arbeit wurde jedoch wegen des damit verbundenen wesentlich
erh

ohten numerischen Aufwandes und daraus resultierender verminder-
ter Anschaulichkeit darauf verzichtet.
F

ur die unendliche Streifenbreite des instation

aren System folgt aus
dem Temperaturfeld wegen der Symmetrie sofort das Spannungsfeld
ohne Ri

yy
(x) = E (T
0
  T (x)) :
Damit ergibt sich f

ur das instation

are Temperaturfeld (2.4) das Span-
nungsfeld

yy
(x; t) = ETerfc
 
x
(t)
!
: (2.13)
Die station

aren Spannungsfelder f

ur endliche Streifenbreiten k

onnen
analytisch [Mar94] oder, wie in der vorliegenden Arbeit, numerisch
gewonnen werden. Ebenso wie die Spannungsfelder bei vorhandenen
Rissen werden sie mit Hilfe der Methode der niten Elemente (FEM)
(vgl. Anhang) ermittelt. Im Unterschied dazu wurden die Ergebnisse
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in [Ger96], [Voj94] und [Mue95], die hier teilweise benutzt werden, oft
mit der Randelementmethode (BEM) gewonnen. Damit ist der zwei-
te Schritt im Schema aus Abb. 2.1 vollzogen; im n

achsten Abschnitt
werden die aus den Spannungsfeldern folgenden Spannungsintensit

ats-
faktoren eingef

uhrt und mit deren Hilfe Riausbreitungsbedingungen
f

ur die Ver

anderung der Rikontur angegeben.
2.3 Riausbreitungsbedingungen
Die Grundlagen der linear-elastischen Bruchmechanik sind ausf

uhrlich
u.a. in [Gro86] oder [Hah76] dargestellt und sollen hier

uberblicksartig
zusammengefat werden. Bendet sich ein Ri im Material, so ist das
Spannungsfeld an der Rispitze singul

ar. In der ebenen Formulierung
mit lokalen Polarkoordinaten r und  (Abb. 2.4a ) lauten die in der
N

ahe der Rispitze dominierenden singul

aren Terme f

ur die Spannung

ik
=
1
p
2r

K
I
f
I
ik
() +K
II
f
II
ik
()

: (2.14)
K
I
und K
II
sind dabei Mode-I bzw. Mode-II Spannungsintensit

atsfak-
toren und entsprechen den Intensit

aten der verschiedenen Belastungs-
moden an der Rispitze (Abbildung 2.4b,c), w

ahrend f
I;II
ik
universel-
le, vom Belastungszustand unabh

angige, skalare Funktionen sind. Sie
k

onnen zur Formulierung eines Riausbreitungskriteriums f

ur die Aus-
breitung eines Risses in der Ebene herangezogen werden.
a) b) c)
Mode  IIMode  I
r
θ
Abbildung 2.4: Lokale Rispitzenkoordinaten und Belastungsmoden: a) Zur Be-
schreibug der Spannungssingularit

at an der Rispitze werden lokale Polarkoordina-
ten eingef

uhrt. Bei ebener Betrachtung ist das Rispitzenfeld auf zwei zugrunde-
liegende Belastungsmoden zur

uckf

uhrbar: Mode-I Zugbelastung (b) und Mode-II
Scherbelastung (c).
Der erste Teil dieses Kriteriums ist eine einfache

Uberlegung zur Ener-
gieerhaltung: Damit ein Ri wachsen kann, mu beim Rifortschritt
mindestens so viel elastische Energie dU
el
aus dem Material freigesetzt
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werden, wie zur Vergr

oerung dS der Ober

ache der Riufer notwendig
ist (Grith-Kriterium):
G =  
dU
el
dS
 G
c
= 2 : (2.15)
G
c
ist demzufolge die kritische Energiefreisetzungsrate, und proportio-
nal der spezischen Ober- bzw. Bruch

achenenergie . Gilt das Gleich-
heitszeichen, ndet quasistatische Riausbreitung statt; anderenfalls
wird der Ri beschleunigt und gewinnt zus

atzliche kinetische Ener-
gie. Dieses dynamische Riwachstum wird hier jedoch nicht betrachtet,
weshalb zuk

unftig nur noch das Gleichheitszeichen in (2.15) verwendet
wird. Die Gesamtenergie U = U
el
+ 2S besitzt hier ein Extremum
(dU/dS=0). Damit das Extremum ein Minimum ist, mu die Energie-
freisetzungsrate G bei konstanter

auerer Last (z.B. einem konstanten
Temperaturfeld) mit zunehmender Ril

ange a abnehmen:
dG
da
< 0 : (2.16)
Dies bedeutet, da der Ri allein durch sein Wachstum bei konstan-
ter Last die ben

otigte Bruch

achenenergie nicht aufbringen kann. Erst
bei Erh

ohung der Last, z.B. durch Eintauchen des Glasstreifens, wird
der Ri quasistatisch getrieben. Die betrachteten thermisch getriebe-
nen Risse eignen sich insbesondere deshalb gut f

ur bruchmechanische
Experimente, weil die Bedingung (2.16) auf nat

urliche Weise durch Hin-
einlaufen des Risses in eine Druckzone erf

ullt wird.
Zwischen der EnergiefreisetzungsrateG und dem Spannungsintensit

ats-
faktor K
I
besteht bei isotropem Material und unter der Voraussetzung
K
II
= 0, die nachfolgend abgeleitet wird, der Zusammenhang
G =
K
2
I
E
; (2.17)
so da sich die Riausbreitungsbedingung (2.15) auch durch
K
I
= K
Ic
=
q
EG
c
(2.18)
ausdr

ucken l

at. K
Ic
ist eine Materialgr

oe, der kritische Spannungs-
intensit

atsfaktor oder Riwiderstand.
Bei der Untersuchung morphologischer

Uberg

ange im Zusammenhang
mit einer thermischen Last T ist es sinnvoll eine thermische Lastl

ange
l
0
=

K
Ic
ET

2
(2.19)
einzuf

uhren, in der die Materialgr

oen E,  und K
Ic
mit der Last
T zusammengefat werden. Man kann sich diese L

ange gr

oenord-
nungsm

aig als notwendige Keimril

ange f

ur die Riausbreitung im
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Material mit dem Riwiderstand K
Ic
bei einer Last T vorstellen: je
h

oher die Last T , desto kleiner die n

otige Anfangssch

adigung im Ma-
terial, die zum Bruch f

uhrt. Eine andere Deutung ist die Ausdehnung
der Spannungssingularit

at im Moment des Rifortschritts: je z

aher das
Material, d.h. je h

oher K
Ic
, desto st

arker dominiert die Singularit

at
im Vergleich zur normalen thermischen Spannung ET . Auftreten-
de morphologische

Uberg

ange sind damit anschaulich durch L

angen-
verh

altnisse zwischen der Lastl

ange l
0
und geometrischen Abmessungen
(Probengeometrie, Ril

angen und -abst

ande) bzw. anderen prozecha-
rakterisierenden L

angen (Diusionsl

ange, thermische Eindringtiefe) zu
charakterisieren.
Zus

atzlich zu dem aus Energiebetrachtungen gewonnenen Riausbrei-
tungskriterium (2.18) wird nun eine Symmetriebetrachtung benutzt,
um eine weitere Bedingung zur Festlegung der beiden Freiheitsgrade
der Rispitze zu erhalten: Die Gleichung
K
II
= 0 (2.20)
folgt aus der Forderung nach einer glatten Rilinie (in

Ubereinstim-
mung mit dem Experiment), denn f

ur K
II
6= 0 ergeben die verschie-
denen in der Literatur benutzten Richtungskriterien endliche Ablenk-
winkel des Risses, d.h. Knicke in der Rikontur [CR80]. Mit (2.18) und
(2.20) k

onnen beliebige gekr

ummte Riwege in der Ebene bestimmt
werden; die beiden Gleichungen legen gerade die beiden Freiheitsgrade
der Rispitze fest.
Bisher wurde noch nicht die Stabilit

at der entstehenden Rikontur ge-
gen

uber geringf

ugigen St

orungen betrachtet. So kann zwar der gerade
Ri in der station

aren Anordnung stets gem

a den Riausbreitungsbe-
dingungen wachsen, bei groer thermischer Belastung entstehen jedoch
neue L

osungen, die (2.18) und (2.20) erf

ullen. Der gerade Ri bleibt
weiterhin L

osung, wird aber instabil; der Ri wird aus der symme-
trischen Lage ausgelenkt und eine asymmetrische Rikontur entsteht.
Dies entspricht einem Verzweigungsproblem, welches in den Kapiteln 3
und 4 untersucht werden soll. Bei Ausbreitung mehrerer gleichlanger,
gleichabst

andiger Risse kann die Symmetrie ebenfalls gebrochen wer-
den, hierbei entlasten sich die Risse gegenseitig, was zum Zur

ucklassen
von Rissen f

uhrt (vgl. Abb. 1.1). Diese Ph

anomene werden im Kapitel
5 betrachtet.
Allgemein resultieren die Stabilit

atsforderungen f

ur bestimmte Struk-
turen in zus

atzlichen Gleichungen. Diese charakterisieren die durch
Riwachstum entstehenden Morphologien in Abh

angigkeit von den Be-
lastungs- und Geometrieparametern im Zusammenwirken mit den Ri-
ausbreitungsbedingungen. Dargestellt werden diese Zusammenh

ange in
morphologischen Diagrammen (vgl. Abb. 1.3 und 1.8).
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Kapitel 3
Lineare Analyse f

ur den
Einzelri im station

aren
Temperaturfeld
3.1 Einsetzen der Einzelriausbreitung
Hier werden die Riausbreitungsgleichungen (2.18) und (2.20) f

ur einen
geraden Ri im station

aren Temperaturfeld betrachtet. L

auft der Ri in
der Mitte des Streifens, ist die Bedingung (2.20) aus Symmetriegr

unden
immer erf

ullt.
Aus Dimensionsgr

unden l

at sich K
I
in der Form
K
I
= ET
p
L k
I

a
L
;
vL
D

(3.1)
darstellen. Die dimensionslose Gr

oe k
I
h

angt von dimensionslosen
Gr

oen ab, die aus den drei charakteristischen L

angen a, L und D=v ge-
bildet werden k

onnen. In den vorliegenden linearen Problemen sind alle
Spannungen und Spannungsintensit

atsfaktoren proportional zur ther-
mischen Last T ; k
I
ist somit unabh

angig von T .
Der normierte Spannungsintensit

atsfaktor k
I
ist in Abh

angigkeit vom
Abstand a zwischen K

uhlfront und Rispitze in Abbildung 3.1 darge-
stellt. Dabei ist die thermische Diusionsl

ange konstant gehalten. Um
von der Streifenbreite L unabh

angige Ergebnisse zu erhalten, werden a
und D=v durch die normierten Gr

oen a=L und vL=D ersetzt.
Das auftretende Maximum von k
I
ist von vL=D abh

angig, sein Wert
wird hier mit k
Imax
bezeichnet. Wird die Materialgr

oe K
Ic
ebenfalls
mit ET
p
L skaliert, nimmt K
Ic
=(ET
p
L) f

ur verschiedene T
unterschiedliche Werte an (Abb. 3.2). F

ur kleine T liegt die skalierte
Materialgr

oe oberhalb des k
I
-Maximums k
Imax
, die thermische Be-
lastung reicht nicht aus, den Ri vorw

arts zu treiben. Es gibt kein a,
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a/L
x/L
x/L
(T- T )/∆T
Κ  /(Eα∆T     )I L
σ    /(Eα∆T)yy 
0
b)
c)
a)
Abbildung 3.1: Die f

ur die Riausbreitung eines geraden Risses im station

aren Tem-
peraturfeld interessanten Gr

oen in der N

ahe der K

uhlfront (x = 0) f

ur vL=D = 10
(durchgezogene Linie, Quadrate) und vL=D = 100 (gestrichelt, Dreiecke), berech-
net mit FEM: a) Temperaturfeld (mit und ohne Ri identisch, auf T normiert)
b) Spannungsfeld ohne Ri (Normalkomponente zur x-Achse) c) normierter Span-
nungsintensit

atsfaktor f

ur einen Abstand a zwischen K

uhlfront und Rispitze
f

ur das (2.18) erf

ullt ist. Mit wachsendem T sinkt die skalierte Ma-
terialgr

oe. Sie erreicht den Maximalwert k
Imax
bei einer Temperatur,
die mit T
(0)
c
= K
Ic
=(k
Imax
E
p
L) bezeichnet werden soll.
Eine alternative Formulierung kann mit Hilfe der mit (2.19) eingef

uhr-
ten thermischen Lastl

ange l
0
erfolgen: F

ur den mit T skalierten kri-
tischen Spannungsintensit

atsfaktor gilt gerade
K
Ic
ET
p
L
=
s
l
0
L
; (3.2)
so da aus dem normierten Spannungsintensit

atsfaktor k
I
sofort eine
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Κ  /(Eα∆T     )I L
a/L
Κ    /(Eα∆T     )Ic L
∆T< ∆Tc
∆T= ∆Tc
∆T> ∆Tc
aa 12
Abbildung 3.2: Das Einsetzen der Einzelriausbreitung nach (2.18): Die Kurve
f

ur den normierten Spannungsintensit

atsfaktor ist unabh

angig von T , w

ahrend
der Wert f

ur die in gleicher Weise auf T normierte Materialkonstante K
Ic
mit
zunehmendem T sinkt. Erst bei einer Temperaturdierenz T  T
c
, wenn
K
Ic
=(ET
p
L) unter das Maximum der Kurve sinkt, ist ein Wachstum des ge-
raden Risses m

oglich. Im betrachteten quasistatischen Regime l

auft die Rispitze
wegen (2.16) bei a
1
> 0 vor der K

uhlfront, und nicht bei a
2
< 0.
vL/D
Eα∆T      / K IcL
(gerade)
Rißausbreitung
kein Rißwachstum kein Rißwachstum
(gerade)
Rißausbreitung
Eα∆T      / K IcL
D/(vL)
Gerbatsch
Mühle
Gerbatsch
Mühle
a) b)
Abbildung 3.3: Morphologisches Diagramm mit der

Ubergangslinie zwischen dem
Bereich, in dem kein Riwachstumm

oglich ist, und dem Bereich mit gerader Riaus-
breitung im station

aren Temperaturfeld: Vergleich der Ergebnisse der vorliegenden
Arbeit mit [Ger96] in einer normierten Darstellung a) analog Abb. 1.3 bzw. [Ger96]
mit Achsen proportional den Lastgr

oen v und T . In Abbildung b) ist die Abszisse
im Vergleich zu a) reziprok; eingetragen ist ein quadratischer Fit der numerischen
Ergebnisse (durchgezogene Linie).
weitere L

ange
l = Lk
2
I
(3.3)
gewonnen werden kann. Diese l

at sich als eine der aktuellen Bela-
stung entsprechende Ausdehnung der Rispitzensingularit

at auassen
und besitzt bei k
Imax
ebenfalls ein Maximum l
max
. Nur f

ur l
max
> l
0
ndet Riausbreitung statt.
Bei T
(0)
c
wird ein morphologischer

Ubergang zwischen einem rilosen
Zustand des Glasstreifens und dem Auftreten eines station

ar laufen-
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den geraden Risses beobachtet. Der Zusammenhang T
(0)
c
(vL=D) be-
schreibt die entsprechende morphologische

Ubergangslinie im morpho-
logischen Diagramm (Abb. 3.3). F

ur T > T
(0)
c
l

auft der Ri gem

a
Gleichung (2.16) mit a > 0 vor der K

uhlfront.
3.2 Der

Ubergang zum oszillierenden Ri
Wird T weiter erh

oht, sinkt K
Ic
=(ET
p
L) in Abbildung 3.2 wei-
ter ab und die Rispitze entfernt sich von der K

uhlfront. Dort bendet
sich jedoch eine Druckspannungszone, so da der Ri schlielich eine
Tendenz zum Abweichen von der geraden Rikontur entwickelt [CR80].
Nach erfolgtem Ausbrechen aus der Streifenmitte und der damit ver-
bundenen Symmetriebrechung wird der Ri jedoch durch Wechselwir-
kung mit dem belastungsfreien Streifenrand wieder umgelenkt. Somit
gibt es beim

Uberschreiten einer kritischen Temperatur T
(1)
c
einen
weiteren morphologischen

Ubergang: von einer geraden zu einer oszillie-
renden Rikontur (vgl. Abb. 1.2b). Zur Bestimmung dieser Temperatur
ist der gerade Ri auf Stabilit

at gegen

uber St

orungen zu untersuchen.
Das Kriterium von Cotterell und Rice [CR80], welches eine Instabi-
lit

at des Riweges f

ur einen nichtsingul

aren Druckspannungsanteil an
der Rispitze besagt [Mar94], ist nicht hinreichend [SSN94]. Eine nu-
merische Stabilit

atsuntersuchung des geraden Risses durch Simulation
wurde in [Ger96] durchgef

uhrt. Dort ndet man auch die im folgen-
den Abschnitt vorgestellte Ansatzmethode zur genauen Bestimmung
der kritischen Temperaturdierenz T
(1)
c
, deren Idee im Abschnitt 4.2
erweitert werden soll, um im nachkritischen Verhalten die Art des mor-
phologischen

Ubergangs (stetig oder unstetig) zu ermitteln.
3.2.1 Ansatzmethode
Anstatt die Stabilit

atsuntersuchung f

ur den geraden Ri durchzuf

uhren,
wird die Frage gestellt, ob auer der geraden L

osung eine weitere L

osung
der Riausbreitungsgleichungen (2.18) und (2.20) existiert.Diese L

osung
beschreibe eine oszillierende Rikontur, die in der N

ahe der kritischen
Temperaturdierenz T
(1)
c
jedoch eine verschwindende Amplitude A
habe, so da zun

achst f

ur alle interessierenden Gr

oen eine in A lineare
Entwicklung ausreicht. Hierbei werden keinerlei Aussagen

uber die Sta-
bilit

at dieser L

osung getroen, diese wird im Abschnitt 4.2 untersucht.
Die Geschwindigkeit v und damit der Parameter vL=D werden konstant
gehalten. Im folgenden wird die Abh

angigkeit aller Gr

oen von vL=D
immer vorausgesetzt und nicht mehr explizit (als Funktionsargument)
angegeben.
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aRiß
L
T -∆T0
Kühlfront
φ = 0
φ = π/2
λ
1
2
v (Streifen)
T0
x
y
Abbildung 3.4: Geometrie des oszillierenden Risses in Erweiterung zu Abbildung
2.2 mit einem harmonischen Ansatz f

ur die Rikontur. Der Ri ist jetzt zus

atzlich
durch eine Amplitude A und eine Wellenl

ange  gekennzeichnet; im Zeitverlauf
werden dabei alle m

oglichen Phasen 0 : : :2 durchlaufen.
Neben dem analog zum geraden Ri denierten Abstand a zwischen
K

uhlfront und Rispitze sei die oszillierende Rikontur durch eine Wel-
lenl

ange  und eine AmplitudeA gekennzeichnet. Die periodische Kon-
tur des Risses wird in einer Fourierreihe entwickelt. In

Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Ergebnissen [YS97] (Abb. 1.5) sind je-
doch in unmittelbarer N

ahe von T
(1)
c
h

ohere Harmonische in der Ri-
kontur y(x) nicht zu beobachten, so da ein rein harmonischer Ansatz
gew

ahlt werden kann (Abb.3.4; zweckm

aigerweise werden Koordina-
ten x und y im mit der K

uhlfront ruhenden Laborsystem verwendet):
y(x) = A sin

2

(x  a) + 

mit x  a. (3.4)
Dabei ist  die Phasenlage des Risses an der Rispitze; f

ur kleine Ampli-
tudenA und somit ein von  unabh

angiges a gilt f

ur deren Zeitableitung
gerade
d
dt
= v 2= ; (3.5)
d.h. die Phasen werden im Zeitverlauf gleichm

aig durchlaufen.
Weiterhin soll sich a beim

Ubergang vom geraden zum oszillierenden
Ri stetig

andern und bei T ! T
(1)
c
f

ur beide Morphologien einen
Wert von a ! a
c
annehmen. Die Wellenl

ange  ist hingegen nur f

ur
den oszillierenden Ri deniert, ihr Wert am

Ubergangspunkt sei 
c
.
Der morphologische

Ubergang wird damit allein durch die Amplitude
A als Ordnungsparameter beschrieben (vgl. Abschnitt 4.1). Sie ver-
schwindet f

ur den geraden Ri, ist aber f

ur den oszillierenden von Null
verschieden. Im Abschnitt 4 wird untersucht, ob sich die

Anderung des
Ordnungsparameters A beim morphologischen

Ubergang vom geraden
zum oszillierenden Ri stetig oder sprunghaft vollzieht. Es sei noch
einmal darauf hingewiesen, da hier nur die Frage der Existenz einer
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L
osung mit verschwindend kleiner Amplitude untersucht wird, auch
wenn diese im Falle eines unstetigen morphologischen

Ubergangs insta-
bil ist.
Analog zum normierten Spannungsintensit

atsfaktor k
I
aus (3.1) wird
der im Unterschied zum geraden Ri im allgemeinen nicht verschwin-
dende Mode-II Spannungsintensit

atsfaktor normiert:
k
II
=
K
II
ET
p
L
: (3.6)
Die normierten Spannungsintensit

atsfaktoren k

onnen allein als Funkti-
on der Parameter aus (3.4) betrachtet
k
I=II
= k
I=II
 
A
L
;

L
;
a
L
; 
!
(3.7)
und im Sinne einer St

orungsrechnung um den geraden Ri bis zu in der
Amplitude A linearen Gliedern entwickelt werden. Insbesondere treten
dabei aufgrund der Additionstheoreme des Sinus nur Terme auf, in
denen A entweder mit sin oder cos ein Produkt bildet:
k
I=II
= k
I=II
 
A
L
sin;
A
L
cos;

L
;
a
L
!
: (3.8)
Durch Benutzung der Symmetriebeziehung k
I
(A) = k
I
( A) stellt man
auerdem fest, da die Entwicklung von k
I
keine in A linearen Terme
enth

alt, und somit in linearer N

aherung f

ur den oszillierenden und den
geraden Ri identisch ist.
F

ur die Entwicklung von k
II
erh

alt man unter Ber

ucksichtigung der
Symmetrieforderung k
II
(A) =  k
II
( A):
k
II
=
A
L

1
 

L
;
a
L
!
sin+
A
L

2
 

L
;
a
L
!
cos  : (3.9)
Das Erf

ullen der Riausbreitungsbedingung (2.20) f

ur jede Lage der
Rispitze, d.h. f

ur jede Phase , ist nur durch das Verschwinden beider
Koezienten

1
 

L
;
a
L
!
= 0 und 
2
 

L
;
a
L
!
= 0 (3.10)
zu erreichen. Diese Koezienten k

onnen direkt aus den K
II
-Werten f

ur
die beiden Phasen  = 0 und  =

2
bestimmt werden:

1
 

L
;
a
L
!
=
L
A
k
II
j
==2
(3.11)

2
 

L
;
a
L
!
=
L
A
k
II
j
=0
: (3.12)
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Es ergibt sich ein Gleichungssystem in =L und a=L, welches numerisch
zu l

osen ist. Es bietet sich an, hier n

aher auf das verwendete iterative
L

osungsverfahren einzugehen, da die Vorgehensweise Parallelen sowohl
zur nichtlinearen Analyse im Kapitel 4 und der damit verbundenen
Korrektur im folgenden Abschnitt 3.2.2 als auch der Erweiterung auf
zwei laufende Risse im Abschnitt 5.1 aufweist.
Wie bei iterativen Verfahren

ublich, wird von Startwerten a
0
und 
0
ausgegangen und die Koezienten 
1
und 
2
werden in deren Umgebung
bis zu linearen Termen entwickelt:

1
 

L
;
a
L
!
= b
1
+ b
3
a  a
0
L
+ b
5
   
0
L
(3.13)

2
 

L
;
a
L
!
= b
2
+ b
4
a  a
0
L
+ b
6
   
0
L
mit den Abk

urzungen
b
1
 

0
L
;
a
0
L
!
= 
1
j
a
0
;
0
; b
2
 

0
L
;
a
0
L
!
= 
2
j
a
0
;
0
b
3
 

0
L
;
a
0
L
!
= L
@
1
@a





a
0
;
0
; b
4
 

0
L
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a
0
L
!
= L
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2
@a





a
0
;
0
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b
5
 

0
L
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a
0
L
!
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1
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a
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;
0
; b
6
 

0
L
;
a
0
L
!
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@
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a
0
;
0
:
Die Koezienten b
i
sind numerisch mit Hilfe der FEM/BEM zu berech-
nen (vgl. Anhang). Sie sind von den Startwerten a
0
und 
0
abh

angig;
liegen diese aber bereits nahe der L

osung des Gleichungssystems (3.10),
so sind nur geringe

Anderungen der Koezienten zu erwarten. In der
nichtlinearen Analyse des Kapitels 4 bezeichnen sie die Entwicklungs-
koezienten um die L

osung [a
c
=L; 
c
=L] des Gleichungssystems (3.10),
die Koezienten b
1
und b
2
verschwinden dann nat

urlich mit a
0
= a
c
und 
0
= 
c
.
Die in der AmplitudeA lineare Entwicklung (3.9) von k
II
f

ur eine oszil-
lierende L

osung mit kleinen AmplitudenA lautet nach der zus

atzlichen
Linearisierung in a und  um die Startwerte a
0
und 
0
mit (3.13):
k
II
= b
1
A
L
sin+ b
2
A
L
cos  (3.14)
+b
3
a  a
0
L
A
L
sin+ b
4
a  a
0
L
A
L
cos
+b
5
   
0
L
A
L
sin + b
6
  
0
L
A
L
cos  :
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Eine L

osung [a
1
=L; 
1
=L] des linearen Gleichungssystems, das sich aus
(3.10) mit den Entwicklungen (3.13) ergibt, erf

ullt k
II
= 0 in der linea-
ren Entwicklung (3.14) f

ur alle Phasen  und stellt somit eine verbes-
serte L

osung f

ur (3.10) dar. Weitere iterative L

osungen [a
i+1
=L; 
i+1
=L]
erh

alt man durch Wiederholen der Linearisierung (3.13) nach Ersetzen
von [a
0
=L; 
0
=L] durch [a
i
=L; 
i
=L]. Bereits nach wenigen Iterationen
ergibt sich eine L

osung f

ur den Grenzwert [a

c
=L; 

c
=L]. Die notwendige
Genauigkeit des Verfahrens wird dabei von der im folgenden Abschnitt
3.2.2 vorgenommenen Erweiterung bestimmt, die zu einer genaueren
L

osung [a
c
=L; 
c
=L] f

uhrt.
Da die Werte f

ur den Mode-I Spannungsintensit

atsfaktor K
I
dem gera-
den Riss entsprechen, erh

alt man aus dem kritischen Abstand zwischen
K

uhlfront und Rispitze a
c

uber den Zusammenhang k
I
(a=L) gem

a
Abbildung 3.1 und der Riausbreitungsbedingung (2.18) K
I
= K
Ic
schlielich eine kritische Temperaturdierenz
T
(1)
c
=
K
Ic
E
p
Lk
I
(a
c
=L)
: (3.15)
Nur bei genau dieser Temperaturdierenz existiert die im Rahmen der
in A linearen Entwicklung gewonnene, rein harmonische L

osung (3.4).
Gem

a der bei Verzweigungsproblemen angewandten Argumentation
ist allein die Existenz einer weiteren L

osung hinreichend f

ur das Auf-
treten des morphologischen

Ubergangs an der Stelle T
(1)
c
. Jedoch kann
erst durch die imAbschnitt 4 eingef

uhrten nichtlinearen Terme das Ver-
halten in einer Umgebung von T
(1)
c
untersucht und damit das Stabi-
lit

atsverhalten der L

osungen genauer bestimmt werden.
3.2.2 Bestimmung des

Ubergangspunktes unter Verwendung
nichtlinearer Terme
Im Kapitel 4 wird ausf

uhrlich untersucht, wie sich Terme von h

oher-
er als erster Potenz in der Amplitude A auf die L

osung der Riaus-
breitungsbedingungen auswirken. Hier sei nur darauf hingewiesen, da
zus

atzlich zur Entwicklung (3.14) in A kubische Terme auftreten (4.10).
Da die Koezienten b
i
aus (3.13) numerisch nur bei einer endlichen,
nichtverschwindenden Amplitude A berechnet werden k

onnen, wird ei-
ne Ungenauigkeit im bisher vorgestellten Verfahren verursacht. Im Rah-
men der linearen Entwicklung (3.14) w

are dies zwar korrekt, man w

urde
aber eine Amplitudenabh

angigkeit der Koezienten b
1
und b
2
feststel-
len, die auch bei der verwendeten kleinen Amplitude von A=L = 1=200
eine Korrektur auf A = 0 notwendig macht.
In Abbildung 3.5 ist diese Amplitudenabh

angigkeit gerade f

ur die Start-
werte a
0
= a

c
und 
0
= 

c
dargestellt (durchgezogene Linien), so da
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kII
L=A f

ur  = 0 gerade b
2
ist und f

ur  = =2 den Wert b
1
annimmt.
Man sieht, da eine L

osung von (3.10) f

ur die verwendete Amplitude
von A

=L = 1=200 gefunden wurde, jedoch bei verschwindender Ampli-
tude die Bedingung k
II
L=A = 0 wieder verletzt wird. Die durch a

c
und


c
beschriebene Rikontur erf

ullt die Riausbreitungsbedingung (2.20)
demzufolge nicht f

ur kleinere Amplituden 0 < A < A

.
(A/L)2
k  L/AII φ=0, a=a  ,λ=λ    
∗
c c
∗
φ=π/2, a=a  ,λ=λ    ∗c c∗
φ=0, a=a  ,λ=λ    c c
φ=π/2, a=a  ,λ=λ    c c
Abbildung 3.5: Zur Bestimmung des

Ubergangspunktes T
(1)
c
(Korrektur auf
A ! 0): a = a

c
und  = 

c
entsprechen der L

osung der rein linearen Ansatz-
methode; die gestrichelten Linien zeigen die gefundene L

osung nach der Korrektur
unter Ber

ucksichtigung der nichtlinearen Terme in A.
Anstatt b
1
und b
2
zu korrigieren, ist es sinnvoller, gleich die Terme
der nichtlinearen Entwicklung einzubeziehen. Sind e
0
bzw. e
=2
die An-
stiege der Kurven in Abbildung 3.5 f

ur die beiden Phasen 0 und =2,
so sind in den Gleichungen (3.13) b
1
durch b
1
  e
=2
(A

=L)
2
und b
2
durch b
2
  e
0
(A

=L)
2
zu ersetzen. Jeder Gleichung wird demzufolge
nur eine additive Konstante hinzugef

ugt, ansonsten werden die Itera-
tionen wie im Abschnitt 3.2.1 durchgef

uhrt. Die Koezienten e
i
und
damit die Korrekturterme sind dabei wieder von den Startwerten 
0
und a
0
der Iteration abh

angig. Deshalb sind zun

achst einige Itera-
tionen zur Bestimmung von 

c
und a

c
durchzuf

uhren und dann die
Korrekturterme zu berechnen. Erst nachdem mit dem unkorrigierten
Verfahren die Koezienten b
1
und b
2
, die ein Ma f

ur den Abstand von
der L

osung [a

c
; 

c
] darstellen, die Gr

oenordnung der Korrekturterme
erreichen, m

ussen einige Iterationen unter Verwendung der Korrektur-
terme durchgef

uhrt werden.
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Die erhaltenen Korrekturen f

ur den Abstand zwischen K

uhlfront und
Rispitze von a

c
auf a
c
(Abb. 3.7a) und die damit verbundene

Ande-
rung des Wertes f

ur die kritische Temperaturdierenz T
(1)
c
sind nur
gering, so da sich f

ur das morphologische Diagramm nur unwesent-
liche

Anderungen ergeben (Abb. 3.6). Die

Anderung der Wellenl

ange
von 

c
auf 
c
ist etwas gr

oer (Abb. 3.7b), und deshalb bei den Un-
tersuchungen im n

achsten Abschnitt 3.2.3 zu beachten. Eine genaue
Bestimmung von a
c
und 
c
ist jedoch entscheidend f

ur eine korrekte
nichtlineare Analyse des nachkritischen Verhaltens im Kapitel 4.
gerader Riß
oszill. Riß
vL/D
Eα∆T      / K IcL
D/(vL)
gerader Riß
oszill. Riß
Eα∆T      / K IcL
Gerbatsch
Mühle
Gerbatsch
Mühle
a) b)
Abbildung 3.6: a) Vergleich der numerisch berechneten

Ubergangslinien von gera-
der zu oszillierender Riausbreitung zwischen der vorliegenden Arbeit (ausgef

ullte
Symbole) und [Ger96]: Die Mitnahme der nichtlinearen Terme beim

Ubergang zum
oszillierenden Ri ergibt keinen sichtbaren Unterschied in T
c
. In der alternativen
Darstellung b) mit reziproker Abszisse D=(vL) ist zus

atzlich ein quadratischer Fit
der numerischen Ergebnisse eingetragen.
3.2.3 Vergleich der Methode zur Bestimmung des

Ubergangs-
punktes mit dem Kriterium von Adda-Bedia und Po-
meau
In der Literatur [AP95] wurde versucht, den

Ubergangspunkt mit ana-
lytischen Mitteln zu nden, indem der oszillierende Ri als St

orung des
mittigen geraden Risses betrachtet und der gerade Ri mit der Wiener-
Hopf-Technik behandelt wurde. Abbildung 3.8 zeigt den prinzipiellen
Zusammenhang zwischen k
II
=A f

ur  = 0 und L= f

ur verschiedene
a. Es ist ein Minimum zu sehen, dessen Wert mit zunehmendem a ab-
nimmt und f

ur a = a
p
die Abszisse ber

uhrt. Die Existenz einer oszillie-
renden L

osung ist nur f

ur a  a
p
m

oglich, da erst dann die Bedingung
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D/(vL) D/(vL)
λ/L
a) b)
a/L
Gerbatsch
Mühle
Gerbatsch
Mühle
Abbildung 3.7: Vergleich der numerisch berechneten Abst

ande a zwischen K

uhlfront
und Rispitze (a) und der Wellenl

angen  (b) in Abh

angigkeit von der reziproken
normierten Geschwindigkeit D=(vL) mit [Ger96]: Die durchgezogenen Linien sind
jeweils quadratische Fits der numerischen Ergebnisse.
K
II
f

ur die Phasenlage  = 0 erf

ullbar ist. Dabei wurde allerdings aus-
schlielich  = 0 und damit die Bedingung 
2
= 0 in (3.10) betrachtet.
L/λ
a<ap
a=ap
a>ap
k  L/AII
Abbildung 3.8: Prinzipielle Abh

angigkeit des Spannungsintensit

atsfaktors K
II
von
L= f

ur die Phasenlage  = 0 und verschiedene Parameter a: Erst f

ur a  a
p
tritt zus

atzlich zu  = 1 (gerader Ri) eine weitere Nullstelle von k
II
L=A auf,
die f

ur einen Ri mit nichtverschwindender Amplitude notwendig zur Erf

ullung der
Riausbreitungsbedingung K
II
= 0 ist.
Wie im Abschnitt 3.2.1 beschrieben, mu nun K
II
= 0 f

ur eine weitere
Phase  6= 0;  betrachtet werden,

ublicherweise  = =2. Diese Pha-
senlage kann allerdings nicht einfach als St

orung des geraden Risses in
symmetrischer Lage betrachtet werden, so da der analytische Zugang
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sich wesentlich komplizierter gestaltet. In [AP95] wurde das Auftreten
der ersten Nullstelle als hinreichend f

ur die Instabilit

at der geraden
L

osung angenommen, anstatt die Erf

ullung von k
II
= 0 f

ur alle Phasen
 zu fordern.
Die in der vorliegenden Arbeit durchgef

uhrten Rechnungen erlauben
jedoch die Bestimmung von k
II
f

ur beliebige Phasen, so da beide Ko-
ezienten 
1
und 
2
in (3.10) bestimmt werden konnten. Abbildung
3.9 zeigt K
II
L=A f

ur zwei verschiedene a-Werte in Abh

angigkeit von
L=; f

ur  = 0 ist dies gerade der Koezient 
2
und f

ur  = =2 der
Koezient 
1
. Dabei entsprechen die gestrichelt dargestellten Kurven
einem Wert a
p
nach [AP95], f

ur den das Minimum von 
2
gerade die
Abszisse ber

uhrt, w

ahrend das zweite Kurvenpaar dem im Abschnitt
3.2.2 bestimmten a
c
entspricht: sowohl 
2
als auch 
1
verschwinden f

ur
diesen Parameter beim selben  = 
c
. Bei a = a
p
ist 
1
noch deutlich
von 0 verschieden, die gleichzeitige Erf

ullung der Forderung k
II
=A = 0
f

ur  = 0 und  = =2 ist erst f

ur a = a
c
> a
p
m

oglich.
k   L/AII
a = a
a = a
c
p
L/λp L/λc
L/λ
Abbildung 3.9: Darstellung von k
II
=A eines oszillierenden Risses mit verschwinden-
der Amplitude A bei vL=D = 10 in Abh

angigkeit von der Wellenl

ange  f

ur  = 0
(entspricht 
2
) und  = =2 (entspricht 
1
) f

ur die zwei verschiedenen kritischen
a-Werte a
p
=L = 0:1936 (nach [AP95]) und a
c
=L = 0:1945 nach der vorliegen-
den Arbeit: F

ur a > a
p
existieren -Werte f

ur die 
2
verschwindet, jedoch erst f

ur
a = a
c
> a
p
verschwinden beide 
i
und die Riausbreitungsbedingung K
II
= 0 wird
f

ur alle Phasen  erf

ullt. Die resultierenden kritischen Wellenl

angen sind deutlich
verschieden: L=
p
= 2:74 und L=
c
= 3:14.
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In [AP95] wurde die resultierende Wellenl

ange in Abh

angigkeit von der
normierten Geschwindigkeit vL=D bestimmt (Abbildung 3.10a). Der
Vergleich mit den hier durchgef

uhrten FEM-Rechnungen (Abbildung
3.10b) zeigt insbesondere f

ur kleine vL=D-Werte deutliche Abweichun-
gen.
D/(vL)
λ/L
Mühle
Pomeau
a) b)
vL/(2D)
2λ/L
Abbildung 3.10: a) (aus [AP95] entnommen) Wellenl

angen am morphologischen

Ubergangspunkt in Abh

angigkeit von vL=D (der Faktor 2 resultiert jeweils aus
einer Normierung auf L=2 in [AP95]) und b) aus Abbildung a)

ubertragene Werte
im Vergleich mit den in der vorliegenden Arbeit durchgef

uhrten FEM-Rechnungen
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3.3 Vergleich mit dem Experiment
3.3.1 Morphologische

Uberg

ange
In neueren Experimenten [RP98] am Einzelri werden im Unterschied
zur Abbildung 1.2 Glasstreifen mit einer leicht variierenden Streifen-
breite L benutzt, d.h. die Streifenbreite wird stetig kleiner. Somit kann
mit einem einzelnen Experiment bei konstanter Streifengeschwindig-
keit v und konstanter Temperaturdierenz T nicht nur das Auftre-
ten einer bestimmten Morphologie festgestellt werden, sondern gege-
benenfalls eine kritische Streifenbreite L
c
bestimmt werden, bei wel-
cher der jeweilige morphologische

Ubergang auftritt. Dieses Verfahren
l

at sich im morphologischen Diagramm veranschaulichen (Abb. 3.11):
mit abnehmender Probenbreite L verringern sich sowohl die normier-
te Eintauchgeschwindigkeit des Streifens vL=D als auch die normier-
te Temperaturdierenz ET
p
L=K
Ic
, so da der entstehende Ri in
seinem Verlauf verschiedene Konturen zeigen kann. Der

Ubergang voll-
zieht sich bei einer kritischen Probenbreite L
c
; die

Ubereinstimmung
mit dem

Ubergang bei konstanter Probenbreite ist jedoch nur bei einer
gen

ugend schwachen

Anderung von L gegeben, so da L zumindest in
einer Umgebung der K

uhlfront und Rispitze, in der der Einu der
Riausbreitungsgeschichte nicht verschwindet, als konstant angenom-
men werden kann. In [RP97] werden 1% Variation der Streifenbreite
angegeben.
vL / D
0 100 200
0
10
20
keine Rißausbreitung
Eα
∆T
 
L  
 /K
1/2
Ic
gerader Riß
oszillierender Rißsinkendes L
Abbildung 3.11: Auswirkung der Ver

anderung der Probenbreite L bei ansonsten
gleichen Versuchsbedingungen im morphologischen Diagramm: sowohl vL=D als
auch ET
p
L=K
Ic

andern sich; mit einem einzelnen Experiment kann die kritische
Probenbreite L
c
und damit ein Punkt der

Ubergangslinie bestimmt werden.
In Abbildung 3.12a sind die aus [RP98]

ubernommenen experimentel-
len Ergebnisse f

ur das Einsetzen der Einzelriausbreitung und f

ur den

Ubergang zur oszillierenden Riausbreitung eingetragen. Zus

atzlich zur
Variation der Streifenbreite wurden dabei verschiedeneGeschwindigkei-
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ten v als Parameter verwendet und T = 135K konstant gehalten.
Nur im mittleren Geschwindigkeitsbereich stellt das Temperaturfeld
(2.3) eine sinnvolle N

aherung dar. Ist f

ur kleinere Geschwindigkeiten
die thermische Diusionsl

ange D=v von der Gr

oenordnung der Brei-
te h des Spaltes zwischen Ofen und K

uhlbad, mu die W

armeabgabe

uber diesen Spalt ber

ucksichtigt werden. Das Temperaturfeld verl

auft
f

ur v < D=h dann n

aherungsweise linear. Absch

atzungen hierzu sind in
[Ger96] zu nden, weitere experimentelle Untersuchungen in [RHP95].
Im dargestellten Experiment gilt h = 5mm.
F

ur groe Geschwindigkeiten ist hingegen die Annahme einer gleichm

ai-
gen Abk

uhlung

uber die gesamte Probendicke d (=0:9mm im Expe-
riment) und damit eines ebenen Temperaturfeldes nicht mehr richtig
[Ger96]. Dies trit absch

atzungsweise f

ur Diusionsl

angen D=v kleiner
der halben Probendicke zu, d.h. f

ur v > 2D=d.
Die experimentellen Daten wurden mit den Materialparametern E =
7:23 10
10
Nm
 2
;  = 7:7 10
 6
K
 1
;D = 4:7 10
 7
m
2
s
 1
und einem
kritischen Spannungsintensit

atsfaktor K
Ic
= 4:8 10
5
Nm
 3=2
, der nach
Gleichung (2.18) aus dem in [RP97] angegebenen G
c
= 3:2N=m abgelei-
tet wurde, normiert und in Abbildung 3.12b dargestellt. Die bisherigen
morphologischen Diagramme der Abbildungen 3.3a und 3.6a sind somit
als Ausschnitte von Abbildung 3.12b f

ur einen mittleren Geschwindig-
keitsbereich zu verstehen, wobei die halblogarithmische Darstellung in
Abbildung 3.12b zu beachten ist.
Der Vergleich zwischen den experimentellen und den numerischen Da-
ten in Abbildung 3.13 zeigt auch f

ur den mittleren Geschwindigkeits-
bereich eine nur qualitativ gute

Ubereinstimmung. Als haupts

achliche
Ursache f

ur die Abweichungen ist das f

ur die numerischen Rechnun-
gen verwendete idealisierte Temperaturfeld (2.3) zu sehen. Im Experi-
ment wird insbesondere f

ur kleine Eintauchgeschwindigkeiten v durch
W

armeabgabe an die Umgebung im

Ubergangsbereich zwischen Ofen
und K

uhlbad die wirkliche Probentemperatur abgesenkt. Dadurch wer-
den im Vergleich zur Theorie h

ohere experimentelle Temperaturdie-
renzen am morphologischen

Ubergang beobachtet.
Eine weitere Ursache f

ur Abweichungen ist die in [RP98] gezeigte Ab-
h

angigkeit des kritischen Spannungsintensit

atsfaktors K
Ic
von der lo-
kalen Temperatur an der Rispitze. Diese ist auer von der

aueren
Temperaturbelastung T auch vom Abstand a zwischen K

uhlfront
und Rispitze und damit wiederum von der Eintauchgeschwindigkeit v
abh

angig, so da streng genommen die Normierung der experimentel-
len Daten aus Abbildung 3.12a nicht mit einem konstantenK
Ic
erfolgen
darf.
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Eα∆T      / K IcL
vL/D
a) b)
kein Riß
gerader
Riß
L  (mm)
v  (mm/s)
osz. Riß
D/h 2D/d
Abbildung 3.12: a) (aus [RP98] entnommen) Darstellung der kritischen Proben-
breite beim Einsetzen der Einzelriausbreitung und beim

Ubergang von gerader
zu oszillierender Riausbreitung in Abh

angigkeit von der Geschwindigkeit v bei
konstanter Temperaturdierenz T = 135K. Weiterhin sind die aus der Proben-
dicke d und der Breite h des Spaltes zwischen Ofen und K

uhlbad resultierenden
Grenzgeschwindigkeiten f

ur die G

ultigkeit des verwendeten idealisierten station

aren
zweidimensionalen Modells eingetragen. b)

Ubertragung der Daten aus Abbildung
a) in das normierte morphologische Diagramm unter Verwendung eines in [RP97]
angegebenen Wertes f

ur G
c
= 3:2N=m bzw. dem nach Gleichung (2.18) daraus re-
sultierendem K
Ic
. Im Unterschied zu den bisherigen Darstellungen 3.3a und 3.6a
ist die Abszisse hier logarithmisch geteilt.
Eα∆T      / K IcL
D/(vL)
Übergang von keinem zu 
einem geraden Riß
Ronsin, ∆T=135K
Gerbatsch/Mühle
Übergang vom geraden zum 
oszillierenden Riß
Gerbatsch/Mühle
Ronsin, ∆T=135K
Abbildung 3.13: Vergleich zwischen Experiment und Theorie:

Ubertragung der ex-
perimentellen Daten aus Abbildung 3.12 f

ur mittlere Geschwindigkeiten in eine
normierte Darstellung mit den FEM-Ergebnissen aus den Abbildungen 3.3b und
3.6b
In einem weiteren Experiment [RP98] wurde die kritische Probenbreite
f

ur das Einsetzen der Einzelriausbreitung in Abh

angigkeit von T bei
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Eα∆T      / K IcL
D/(vL)
a) b)
∆T  (K)
kein Rißwachstum
(gerade)
Rißausbreitung
L  (mm)c
Gerbatsch/MühleRonsin, v=0.2 mm/s 
Ronsin, v=0.4 mm/s
Abbildung 3.14: a) (aus [RP98] entnommen)Darstellung der kritischen Probenbreite
beim Einsetzen der Einzelriausbreitung in Abh

angigkeit von der Temperaturdie-
renz T f

ur zwei verschiedene Geschwindigkeiten v und b)

Ubertragung der Daten
in eine normierte Darstellung (vgl. Text) und Vergleich mit den FEM-Ergebnissen
konstanter Eintauchgeschwindigkeit v = 0:2mm=s bzw. v = 0:4mm=s
bestimmt (Abbildung 3.14a). Eine

Ubertragung der Daten in die nor-
mierte Darstellung 3.14b analog Abbildung 3.13 zeigt wiederum die
numerischen Ergebnisse als untere Grenze der experimentellen Werte.
Eα∆T      / K IcL
D/(vL)
Übergang von keiner zu 
gerader Rißausbreitung
Gerbatsch/Mühle
Übergang vom geraden zum 
oszillierenden Riß
Gerbatsch/Mühle
Yuse/Sano, Einzelriß
Yuse/Sano, Mehrfachrisse
Yuse/Sano, Einzelriß
Abbildung 3.15: Vergleich der normierten experimentellen Ergebnisse f

ur den mor-
phologischen

Ubergang beim Einsetzen der Einzelriausbreitung bzw. beim

Uber-
gang von gerader zu oszillierender Riausbreitung aus [YS97] mit den FEM-
Ergebnissen. Zur Realisierung kleiner Probenbreiten wurde dabei teilweise auf
Mehrfachriausbreitung zur

uckgegrien (vgl. Abschnitt 5.1).
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Abbildung 3.15 zeigt weitere experimentelle Ergebnisse f

ur die betrach-
teten morphologischen

Uberg

ange, die in [YS97] analog zu Abbildung
1.3 mit Proben unterschiedlicher aber konstanter Probenbreite bestimmt
wurden. Experiment und Theorie stimmen wieder nur bei gr

oeren Ge-
schwindigkeiten gut

uberein.
Allgemein lassen sich die Ergebnisse unterschiedlicher Experimente in
einer einheitlichen normiertenDarstellung zusammenfassen (Abb. 3.16),
wobei die theoretischen Ergebnisse jeweils eine untere Grenzkurve mit
guter

Ubereinstimmung f

ur kleine Werte von D=(vL) bzw. groe Ein-
tauchgeschwindigkeiten liefern. Die experimentellenWerte streuen durch
unterschiedliche reale Temperaturfelder in Abh

angigkeit von der Ein-
tauchgeschwindigkeit v und dem W

arme

ubergang zwischen Probe und
Umgebung bzw. K

uhlbad. Um eine bessere quantitative

Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Experiment zu erreichen, ist es notwen-
dig, die bruchmechanische Analyse f

ur das an der Probe gemessene
Temperaturfeld durchzuf

uhren. Dabei ist auch die in [RP98] gemessene
Abh

angigkeit der Bruchz

ahigkeit von der Temperatur an der Rispitze
zu ber

ucksichtigen.
Eα∆T      / K IcL
D/(vL)
Übergang von keiner zu 
gerader Rißausbreitung
Gerbatsch/Mühle
Übergang vom geraden zum 
oszillierenden Riß
Gerbatsch/Mühle
Yuse/Sano, Einzelriß
Yuse/Sano, Mehrfachrisse
Yuse/Sano, Einzelriß
Ronsin, v=0.2 mm/s 
Ronsin, v=0.4 mm/s
Ronsin, ∆T=135K
Ronsin, ∆T=135K
Abbildung 3.16: Zusammenfassung aller experimentellen und numerischen Ergeb-
nisse in einem morphologischen Diagramm
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3.3.2 Kritische Wellenl

ange
In [RP98] wurde die kritische Wellenl

ange 
c
in Abh

angigkeit von der
Eintauchgeschwindigkeit v bestimmt. Abbildung 3.17 zeigt eine gute

Ubereinstimmung zwischen den experimentellen und den theoretischen
Werten. ImBereich kleinerD=(vL) gilt ein linearer Zusammenhang zwi-
schen 
c
und D=(vL), w

ahrend f

ur groe D=(vL) die experimentellen
Werte in eine Asymptote

ubergehen, deren Wert mit wachsendem T
zunimmt. Da sich die Wellenl

ange im asymptotischen Bereich nicht
mehr mit der Geschwindigkeit

andert, h

angt wieder mit dem f

ur kleine
v vomW

arme

ubergang im Spalt zwischen K

uhlbad und Ofen gepr

agten
Temperaturfeld zusammen. Bei einer Verringerung von T vergr

oert
sich die kritische Probenbreite L
c
gem

a K
I
= K
Ic
(2.18) und (3.1) mit
L
c
 T
 2
; der asymptotische Bereich beginnt entsprechend bei klei-
neren D=(vL)-Werten. Diese gute

Ubereinstimmung zwischen Theorie
und Experiment liegt unter anderem an der Ableitung der kritischen
Wellenl

ange 
c
allein aus der Bedingung K
II
= 0 (2.20), in die im
Unterschied zu den kritischen Temperaturen bzw. Probenbreiten keine
Materialparameter eingehen.
λ/L
Gerbatsch/Mühle
Ronsin, ∆T=135 K
Ronsin, ∆T= 85 K
Ronsin, ∆T= 25 K
D/(vL)
Abbildung 3.17: Experimentell bestimmte Wellenl

angen am morphologischen

Uber-
gangspunkt in Abh

angigkeit von D=(vL) [RP97] im Vergleich mit den FEM-
Ergebnissen. Die gestrichelten Linien dienen zur besseren Veranschaulichung der
experimentellen Daten gem

a der im Text angegebenen Interpretation.
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Kapitel 4
Nichtlineare Analyse des
oszillierenden Einzelrisses
4.1 Nachkritisches Verhalten (Amplitudengleichung)
Zun

achst werden die schon aus [Ger96] bekannten Betrachtungen zum
nachkritischen Verhalten eines oszillierenden Risses wiedergegeben:
0
Riß
Hüllkurve  A(x)
stationäre Lösung
x
y
A
-A
s
s
Abbildung 4.1: Amplitudenverlauf im nachkritischen Verhalten: Kleine St

orungen
des geraden Risses werden entweder abgeschw

acht, oder, wie im Bild dargestellt,
verst

arkt. Wechselwirkung mit dem freien Rand f

uhrt zu den Oszillationen in der
Rikontur, deren Amplitude sich gem

a (4.1) entwickelt. Im Bild ist die Existenz
einer stabilen station

aren L

osung A
s
angenommen, die asymptotisch erreicht wird.
Sind Geschwindigkeit v und Breite L des Glasstreifens konstant, so ist
allein die Temperaturdierenz T zwischen K

uhlbad und Ofen

aue-
rer Kontrollparameter. Der morphologische

Ubergang zwischen gerader
und oszillierender Rikontur bei T
(1)
c
sei in Analogie zu thermodyna-
mischen Phasen

uberg

angen ausschlielich durch einen einzigen Ord-
nungsparameter beschreibbar: die Amplitude A der Rikontur. Andere
Gr

oen wie  und a werden als
"
schnelle\ Parameter betrachtet, die
sich rasch auf die asymptotischen Werte einstellen. Dann l

at sich die
Entwicklung der Amplitude durch eine Ginzburg-Landau-Gleichung be-
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schreiben (vgl. Abb. 4.1):
dA
dx
= C
1
T  T
(1)
c
T
(1)
c
A
L
+ C
3

A
L

3
+ : : : (4.1)
Terme mit geraden Potenzen in A treten nicht auf, da wegen der Sym-
metrie des Problems f

ur jede L

osung A(x) auch -A(x) L

osung sein mu.
Der Koezient C
1
ist positiv, so da der in A lineare Term gerade
den morphologischen

Ubergang zum oszillierenden Ri beschreibt: F

ur
T < T
(1)
c
werden St

orungen des geraden Risses, f

ur den A = 0 gilt,
ged

ampft, bei T > T
(1)
c
werden sie dagegen verst

arkt und der gerade
Ri wird instabil. In der N

ahe des

Ubergangspunktes wird das Verhal-
ten des Systems vom in A kubischen Glied bestimmt; das Vorzeichen
von C
3
entscheidet

uber die Art des morphologischen

Uberganges.
Zur Bestimmung der Art des

Ubergangs sind die station

aren L

osungen
A
s
von (4.1) interessant, die durch eine konstante Amplitude
A
s
L
=
s
 
C
1
C
3
T mit T =
T  T
(1)
c
T
(1)
c
(4.2)
gekennzeichnet sind. Im folgenden werden nur diese Amplituden be-
trachtet, so da der Index von A
s
weggelassen werden kann und A
s
stets mit A bezeichnet wird. F

ur C
3
< 0 ist die f

ur T > T
(1)
c
auftre-
tende L

osung stabil; es liegt ein stetiger morphologischer

Ubergang vor
(Abb. 4.2a). Gilt C
3
> 0, existiert nur eine L

osung f

ur T < T
(1)
c
,
diese ist instabil im Gegesatz zum dort noch stabilen geraden Ri. Der

Ubergang erfolgt unstetig zu einer erst durch Terme f

unfter oder noch
h

oherer Ordnung in (4.1) stabilisierten L

osung, verbunden mit Hyste-
reseeekten (Abb. 4.2b). Die minimale Temperaturdierenz, bei der ein
oszillierender Ri auftreten kann, sei dabei mit T
min
bezeichnet.
In [Ger96] wurden Riverl

aufe in der N

ahe des morphologischen

Uber-
gangs simuliert und die Koezienten der Amplitudengleichung C
1
und
C
3
und damit die Art des

Ubergangs bestimmt. Das Verfahren erwies
sich jedoch als ungenau, die erhaltenen Koezienten streuten stark.
Ziel des vorliegenden Kapitels ist es, die station

aren L

osungen in der
N

ahe des

Ubergangspunktes durch eine computergest

utzte Analyse zu
nden. Diese stellt eine Erweiterung der Ansatzmethode aus Abschnitt
3.2.1 dar. Im Gegensatz zur Simulation wird eine h

ohere Genauigkeit
bei der Bestimmung von C
1
=C
3
und damit bei Aussagen

uber die Art
des morphologischen

Ubergangs erwartet, die Koezienten C
1
und C
3
k

onnen jedoch nicht einzeln bestimmt werden.
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stetig
(2.Art)
C
C
1
3
0>C
C
1
3
0<
A
T∆T∆ c
A
T∆
unstetig
(1.Art)
T∆ c
Hysterese
a) b)
T∆ min
Abbildung 4.2: Zusammenhang zwischen der Amplitude A des oszillierenden Ris-
ses und der Temperaturdierenz T in der N

ahe des

Ubergangspunktes beim a)
stetigen und b) unstetigen morphologischen

Ubergang. Die unstetige L

osung ist
gestrichelt dargestellt. Beim unstetigen

Ubergang sind eine sprunghafte

Anderung
der Amplitude, Hystereseeekte sowie die Existenz oszillierender Risse unterhalb
der kritischen Temperaturdierenz bis zu T
min
< T
c
zu beobachten.
4.2 Ansatz f

ur die Rikontur mit h

oheren Harmo-
nischen
Die experimentellen Daten aus [YS93] und [YS97] zeigen, da in gr

oe-
rem Abstand T vom

Ubergangspunkt die Rikontur nicht mehr durch
einen einfachen Sinus beschrieben werden kann, sondern h

ohere Har-
monische auftreten (vgl. Abb. 1.5); jedoch f

allt deren Amplitude mit
steigender Ordnung der Fourierreihe schnell ab (vgl. Abb. 1.6). So wird
experimentell der verwendete Ansatz mit Termen niedrigster Ordnung
der Fourierreihe zur Bestimmung des

Ubergangspunktes bei kleinen
Amplituden best

atigt. Zur Erweiterung des Verfahrens und des Geo-
metriemodells aus Abbildung 3.4 auf gr

oere Amplituden ist nur die
n

achsth

ohere Ordnung zu ber

ucksichtigen. Wird auerdem Symmetrie
gegen Translation um =2 in x-Richtung bei gleichzeitiger Spiegelung
an der x-Achse y(x + =2) =  y(x) angenommen, so entfallen alle
geraden Ordnungen und es ergibt sich der Ansatz
y(x)
L
= A
1
sin

2

(x  a) + 

(4.3)
+ A
3
sin

3

2

(x  a) + 

+ 
3

f

ur x  a .
Dabei sind A
1
und A
3
die auf L normierten dimensionslosen Ampli-
tuden der Rikontur.  ist als Phasenverschiebung einer L

osung mit
A
3
= 0 an der Rispitze x = a eingef

uhrt. Wie sp

ater im Abschnitt
4.2.3 noch genauer gezeigt wird, ist a nicht mehr konstant und damit
gilt auch (3.5) nur noch n

aherungsweise f

ur die beiden Terme niedrig-
ster Ordnung.
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Unter Ber

ucksichtigung des experimentellenFaktes, da in der N

ahe des
morphologischen

Ubergangs die h

ohere Harmonische verschwindet (vgl.
Abb. 1.5), wird von der Hypothese ausgegangen, da A
3
sich gem

a
A
3
 A
3
1
(4.4)
verh

alt und somit klein genug ist, um in der Gesamtamplitude A des
Risses vernachl

assigt werden zu k

onnen. Die Amplitude des Risses einer
station

aren L

osung l

at sich dann durch (4.2) beschreiben:
A
L
 A
1

p
T : (4.5)
Weiterhin sei das Verhalten der Parameter a und  f

ur die oszillierende
L

osung in der N

ahe des

Ubergangspunktes durch eine lineare Entwick-
lung in T hinreichend beschrieben:
 =
  
c
L
 T ; (4.6)
a =
a  a
c
L
 T : (4.7)
Dabei sind a
c
und 
c
die Ergebnisse der Ansatzmethode mit der in A
1
linearen Entwicklung f

ur die Rikontur aus Abschnitt 3.2.1. a
c
ist dem-
nach identisch mit dem Abstand der Rispitze von der K

uhlfront f

ur
einen geraden Ri bei T = 0, 
c
ist die Wellenl

ange der oszillierenden
L

osung f

ur T ! 0 und A
1
! 0.
Der Ansatz (4.3) mit den Voraussetzungen (4.4)-(4.7) wird im Rahmen
der L

osung der Riausbreitungsgleichungen im folgenden Abschnitt
noch auf Selbstkonsistenz

uberpr

uft.
4.2.1 Spannungsintensit

atsfaktoren und Riausbreitungsbe-
dingungen
Unter Nutzung dieser Voraussetzungen lassen sich die Spannungsinten-
sit

atsfaktoren K
I
und K
II
f

ur die oszillierende L

osung analog der Vor-
gehensweise bei der Ansatzmethode im Abschnitt 3.2.1 durch eine Ent-
wicklung um den Punkt des morphologischen

Ubergangs [
c
; a
c
;T
(1)
c
]
nach den in die Rikontur (4.3) eingehenden Gr

oen A
1
, a, , , A
3
und 
3
sowie der Last T bis zu Gliedern der Ordnung A
3
beschrei-
ben. Nach Gleichung (4.5) entspricht dies Termen bis zu einer Ord-
nung von A
2
1
bzw. T
3
2
; Terme in (T )
2
, (a)
2
oder ()
2
sind schon
von h

oherer Ordnung und bleiben folglich unber

ucksichtigt. Die An-
wendung der Additionstheoreme der Sinusfunktion auf (4.3) zeigt wei-
terhin, da die Amplituden A
1
und A
3
immer nur verkn

upft mit den
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Phasen  und 
3
in Termen der Form A
1
sin, A
1
cos , A
3
sin(3+
3
)
und A
3
cos(3 + 
3
) auftreten k

onnen.
K
II
wird gem

a (3.6) als dimensionslose Gr

oe k
II
dargestellt, w

ahrend
imUnterschied dazuK
I
in diesemKapitel aufK
Ic
normiert werden soll:
k
I
= K
I
=K
Ic
: (4.8)
Unter Ber

ucksichtigung der Symmetrie von k
I
bez

uglich A
1
ergibt sich
die Entwicklung
k
I
= 1 + c
1
T + c
2
a+ c
3
 (4.9)
+c
4
A
2
1
cos
2
+ c
5
A
2
1
sin
2
+ c
6
A
2
1
sin  cos
+O(A
4
1
) :
Dagegen ist K
II
asymmetrisch in A
1
; im Ansatz f

ur die Entwicklung
von k
II
nach A
1
m

ussen nur ungerade Potenzen von A
1
ber

ucksichtigt
werden:
k
II
= b
3
aA
1
sin+ b
4
aA
1
cos (4.10)
+b
5
A
1
sin+ b
6
A
1
cos 
+b
7
A
3
1
sin+ b
8
A
3
1
cos + b
9
A
3
1
sin 3+ b
10
A
3
1
cos 3
+b
11
A
3
sin(3+ 
3
) + b
12
A
3
cos(3+ 
3
)
+O(A
5
1
) :
Dies ist eine Erweiterung der linearen Entwicklung (3.14): in den in
A bzw. A
1
linearen Termen sind beide Entwicklungen identisch. Dabei
werden die Koezienten b
i
= b
i
(
c
; a
c
) verwendet, b
1
und b
2
verschwin-
den am

Ubergangspunkt.
Der gerade Ri am

Ubergangspunkt erf

ullt die Riausbreitungsbedin-
gungen (2.18) und (2.20), die in der hier verwendeten normierten Form
k
I
= 1 und k
II
= 0 lauten. F

ur die oszillierende L

osung m

ussen da-
mit beide Dierenzen k
I
= k
I
  1 und k
II
= k
II
verschwinden und
dies f

ur jede auftretende Phasenlage  des oszillierenden Risses. Da die
Wellenl

ange  phasenunabh

angig ist, ergibt sich allein aus (2.18) und
(4.9) ein phasenabh

angiges a = a
c
+ La mit
a =  
c
1
c
2
T  
c
3
c
2
 (4.11)
 
c
4
c
2
A
2
1
cos
2
 
c
5
c
2
A
2
1
sin
2
 
c
6
c
2
A
2
1
sin cos  :
Im mit dem Streifen bewegten Koordinatensystem bewegt sich die Ri-
spitze demzufolge nicht wie die K

uhlfront mit konstanter Geschwin-
digkeit v, die oszillierenden Terme aus (4.11) sind dieser Bewegung

uberlagert. Es ist sinnvoll, a in einen -unabh

angigen Anteil a und
eine -abh

angigen Anteil a

zu zerlegen:
a = a+ a

; (4.12)
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mit
a =  
c
1
c
2
T  
c
3
c
2
 
c
4
+ c
5
2c
2
A
2
1
(4.13)
und
a

=
c
5
  c
4
2c
2
A
2
1
cos 2 
c
6
2c
2
A
2
1
sin 2 ; (4.14)
d.h. der Abstand zwischen K

uhlfront und Rispitze oszilliert mit der
doppelten Wellenzahl des Risses.
Durch Einsetzen von (4.11) in (4.10) mit der Forderung k
II
= 0 erh

alt
man unter Ausnutzung der Additionstheoreme der Winkelfunktionen
einen Ausdruck der Form
0 = B
1
cos+B
2
sin+B
3
cos 3+B
4
sin 3 : (4.15)
Dabei werden folgende Abk

urzungen verwendet:
B
1
= 
1
+ 
1
T   
1
A
2
1
; (4.16)
B
2
= 
2
+ 
2
T   
2
A
2
1
; (4.17)
B
3
= A
3
b
11
sin
3
+A
3
b
12
cos 
3
  
0
A
3
1
; (4.18)
B
4
=  A
3
b
12
sin
3
+A
3
b
11
cos 
3
  
0
A
3
1
; (4.19)

1
= b
6
 
c
3
b
4
c
2
;

1
=  
c
1
b
4
c
2
;

1
=  b
8
+
3c
4
b
4
4c
2
+
c
5
b
4
4c
2
+
c
6
b
3
4c
2
;

2
= b
5
 
c
3
b
3
c
2
;

2
=  
c
1
b
3
c
2
;

2
=  b
7
+
c
4
b
3
4c
2
+
3c
5
b
3
4c
2
+
c
6
b
4
4c
2
;

0
=  b
10
+
c
4
b
4
4c
2
 
c
5
b
4
4c
2
 
c
6
b
3
4c
2
;

0
=  b
9
+
c
4
b
3
4c
2
 
c
5
b
3
4c
2
+
c
6
b
4
4c
2
:
44
Damit (4.15) und damit die zweite Riausbreitungsbedingung k
II
= 0
f

ur alle Phasen  erf

ullt werden, m

ussen alle vier Ausdr

ucke (4.16-4.19)
gleich Null sein. Mit diesen vier Gleichungen k

onnen aus den Koezi-
enten der Entwicklungen (4.9) und (4.10) die interessierenden Gr

oen
A
1
, , A
3
und 
3
in Abh

angigkeit von T bestimmt werden. Aus (4.11)
folgt zus

atzlich a(T; ).
Die Bestimmung der Koezienten erfolgt numerisch und wird im Ab-
schnitt 4.4 behandelt. In der Tabelle 4.3 sind die Entwicklungskoezi-
enten f

ur den Parameter vL=D = 100 aufgef

uhrt, um die Ergebnisse in
den folgenden zwei Abschnitten auch zahlenm

aig veranschaulichen zu
k

onnen.
Koezient Wert Koezient Wert Koezient Wert
vL=D 100 a
c
=L 0.061 L=
c
6.75
c
1
1.0 c
2
-14.6 (-15.3) c
3
-0.046 (0.074)
c
4
65.89 c
5
-15.28 c
6
-314.5 (-317.0)
b
3
-36.88
b
4
-56.27 b
5
12.41 b
6
-1.03
b
7
-1197 b
8
-79.05 b
9
331.4
b
10
-457.6 b
11
-2.32 b
12
3.26

0
727.8 
1
-3.76 
2
-2.46

0
577.1 
1
-1.08 
2
12.37

1
56.71 
2
914.1
Abbildung 4.3: Entwicklungskoezienten f

ur vL=D = 100. Die in Klammern an-
gegebenen Werte sind die durch eine andere Phasenkombination bestimmten Kon-
trollwerte (vgl. Abschnitt 4.4).
4.2.2 Die Art des morphologischen

Ubergangs
Mit den aus (4.15) resultierenden Forderungen B
1
= 0 und B
2
= 0
kann aus den Gleichungen (4.16) und (4.17) A
2
1
in Abh

angigkeit von
T gewonnen werden:
A
2
1
=

2

1
  
1

2

2

1
  
1

2
T : (4.20)
Die

uber die Art des morphologischen

Ubergangs entscheidende Gr

oe
ist nach (4.2) C
1
=C
3
=  A
2
1
=T . F

ur vL=D = 100 erh

alt man C
1
=C
3
=
0:029 und damit einen unstetigen

Ubergang bzw. subkritisches Verhal-
ten. Die oszillierende L

osung existiert f

ur T < 0 und ist nach der allge-
meinen Theorie instabil. F

ur die verwendete Amplitude vonA
1
= 1=200
ist die Temperaturdierenz T =  0:00085 sehr klein. Die zur Koe-
zientenbestimmung durchgef

uhrten Rechnungen (vgl. Abb. 4.7) zeigen,
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da der G

ultigkeitsbereich der Entwicklungen (4.9) und (4.10) und da-
mit der Verwendung des Ansatzes (4.3) nicht

uber A
1
 1=100 hinaus-
geht.
Um die minimale Temperaturdierenz T
min
in Abbildung 4.2b, ab
der ein oszillierender Ri auftreten kann, f

ur die erhaltene L

osung ge-
nauer abzusch

atzen, bedarf es der Kenntnis h

oherer Terme in der Am-
plitudengleichung, die im Rahmen der hier vorliegenden Rechnungen
nicht zug

angig sind. Eine einfache Absch

atzung auf etwa das Doppelte
des Wertes, bei dem die Abweichungen vom Ansatz deutlich werden
(A
1
 1=100), ergibt das 8-fache des f

ur A

1
= 1=200 berechneten Wer-
tes:
T
min
=
T
min
 T
(1)
c
T
(1)
c
  0:007 : (4.21)
Die Absch

atzung ergibt damit f

ur die Abbildung 4.2b einen sehr klei-
nen, kaum mebaren Hystereseeekt von weniger als 1 Prozent; allein
aufgrund des auf A
1
< 1=100 beschr

ankten G

ultigkeitsbereiches der
nichtlinearen Entwicklungen (4.9) und (4.10).
In Abbildung 4.4 ist C
1
=C
3
f

ur verschiedene Parameter vL=D darge-
stellt. Im gesamten untersuchten Parameterbereich liegt mit C
1
=C
3
> 0
ein unstetiger morphologischer

Ubergang vor (vgl. Abb. 4.2). Dieses nu-
merische Ergebnis wird ausf

uhrlicher im Abschnitt 4.3 diskutiert und
mit den experimentellen Daten aus [YS97] verglichen. Das subkriti-
sche Verhalten bedeutet insbesondere, da die im Bereich T < T
(1)
c
betrachtete oszillierende L

osung instabil ist (in Abb. 4.2b gestrichelt
dargestellt), und damit experimentell nicht beobachtet werden kann.
Unter Annahme einer konstanten oberen G

ultigkeitsgrenze A
1
f

ur die
nichtlinearen Entwicklungen (4.9) und (4.10) nimmt die Gr

oe jT
min
j
des Hystereseektes nach Abbildung 4.4 und (4.20) mit kleiner werden-
der Eintauchgeschwindigkeit ab.
4.2.3 Test der Konsistenz des Ansatzes
Obwohl die berechneten Gr

oen wegen der Instabilit

at der gefundenen
L

osung und der Kleinheit der damit verbundenen Eekte experimen-
tell kaum zug

anglich sind, sollen sie hier diskutiert werden, um sowohl
den verwendeten Ansatz als auch die daraus resultierende L

osung auf
Konsistenz zu untersuchen.
Zun

achst wird das Verhalten der Wellenl

ange  betrachtet. Die L

osung
f

ur  gewinnt man ebenfalls nur unter Verwendung von B
1
= 0 und
B
2
= 0 mit (4.16) und (4.17):
 =

2

1
  
1

2

2

1
  
1

2
T ; (4.22)
46
vL/D
C  /C  1 3
Abbildung 4.4: Der Quotient C
1
=C
3
der Entwicklungskoezienten der Amplitu-
dengleichung (4.1) in Abh

angigkeit vom Belastungsparameter vL=D: Das positive
Vorzeichen entspricht einem unstetigen morphologischen

Ubergang 1.Art im gesam-
ten untersuchten Parameterbereich.
und f

ur vL=D = 100 ergibt sich  =  1:95 T . Dieses Ergebnis ist
mit der (f

ur eine instabile L

osung nicht notwendigerweise richtigen)
Anschauung vereinbar, da bei Verringerung der Temperaturdierenz
T weniger Energie freigesetzt und damit weniger Bruch

ache gebildet
werden kann: Die Bruch

ache sinkt entweder mit kleinerer Amplitude
A oder bei konstanter Amplitudemit wachsender Wellenl

ange . Da die
Amplitude des Risses im Vergleich zu A = 0 bei T < T
(1)
c
w

achst,
mu sich die Wellenl

ange des Risses vergr

oern. F

ur die verwendete
Amplitude A
1
= 1=200 ergibt sich mit (4.20) aus (4.22)  = 0:0016.
Durch Einsetzen der L

osungen (4.20) und (4.22) in die Gleichungen
B
3
= 0 und B
4
= 0 werden A
3
und 
3
gewonnen:
A
3
=
v
u
u
t

2
0
+ 
2
0
b
2
11
+ b
2
12
A
3
1
; (4.23)
tan 
3
=
b
11

0
  b
12

0
b
12

0
+ b
11

0
: (4.24)
Als numerische Werte f

ur vL=D = 100 erh

alt man A
3
= 231:97A
3
1
und

3
= 0:052  0. In

Ubereinstimmung mit der urspr

unglichen Hypothe-
se gilt A
3
 A
3
1
, und trotz des hohen Proportionalit

atsfaktors 231.97
ergibt sich z.B. f

ur die verwendete AmplitudeA
1
= 1=200 ein in der Ge-
samtamplitude vernachl

assigbares A
3
 3 10
 5
bzw. A
3
=A
1
 5 10
 3
.
In der Kontrollrechnung imAbschnitt 4.4 werden diese Werte best

atigt.
A
3
spielt deshalb, wie zuvor angenommen, keine Rolle f

ur die Art des
morphologischen

Ubergangs.
Zuletzt mu noch das Verhalten von a betrachtet werden. Die Terme
der Gleichung (4.11) bestehen aus einem -unabh

angigen und einem
-abh

angigen Anteil. F

ur den Fall vL=D = 100 und A
1
= 1=200 ist
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der -unabh

angige Teil a =  0:000014. Da der Abstand zwischen
Rispitze und K

uhlfront schwankt, ist zu pr

ufen, ob sich die Rispitze
relativ zum Streifen stets vorw

arts bewegt, da das Modell nicht ber

uck-
sichtigt, da sich der Ri nicht wieder schlieen kann. Hierf

ur gen

ugt
es zu zeigen, da im mit dem Streifen bewegten Koordinatensystem
(~x = x + vt, ~y = y, ~z = z mit zusammenfallendem Ursprung beider
Koordinatensysteme zur Zeit t = 0) stets d ~x
s
> 0 f

ur die x-Koordinate
~x
s
der Rispitze gilt.
Da sich die K

uhlfront in diesem Koordinatensystem mit konstanter
Geschwindigkeit v bewegt, gilt f

ur die Geschwindigkeit der Rispitze,
die die Koordinaten x
s
= a im Laborsystem bzw. ~x
s
= a + vt im
Streifensystem besitzt,
d ~x
s
dt
= v +
da
dt
: (4.25)
Dies l

at sich in
d ~x
s
dt
= v +
da
d
d
dt
(4.26)
umformulieren. Andererseits bestimmt die Lage der Rispitze gerade
die Phase  durch
~x
s
= 
 
m+

2
!
(4.27)
mit ganzzahligem m und 0   < 2.
Damit erh

alt man einen zweiten Ausdruck f

ur die Geschwindigkeit der
Rispitze im Streifenkoordinatensystem
d ~x
s
dt
=

2
d
dt
(4.28)
und nach Gleichsetzen von (4.26) und (4.28)
d ~x
s
dt
=
v
1 
2

da
d
: (4.29)
Nutzt man die Denition von a (4.7) und verwendet nur den -abh

angi-
ge Anteil aus (4.12), so geht die Bedingung
d ~x
s
dt
 0 schlielich in die
Forderung
2L

d(a

)
d
< 1 (4.30)

uber. Aus (4.14) ergibt sich andererseits
2L

d(a

)
d
<
2L






c
5
  c
4
2c
2




+




c
6
2c
2





A
2
1
; (4.31)
wobei der letzte Term f

ur die verwendeten Gr

oen mit dem Wert von
etwa 10
 2
die Forderung (4.30) mit Sicherheit erf

ullt.
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4.3 Vergleich mit neuen experimentellen Daten
Bisher sind wenige Arbeiten bekannt, die sich mit der Art des mor-
phologischen

Ubergangs beim Yuse-Sano-Experiment besch

aftigen. In
[Ger96] wird mit der dort entwickelten Ansatzmethode T
(1)
c
bestimmt
und in der N

ahe davon der Verlauf des Risses durch numerische Simu-
lation untersucht. Das Stabilit

atsverhalten kann aufgrund der erreich-
ten Genauigkeit jedoch nicht zuverl

assig bestimmt werden. Im Rahmen
starker Streuungen wird ein positiver Wert f

ur C
3
bestimmt und damit
ein stetiger morphologischer

Ubergang bzw. superkritisches Verhalten.
In [YS93] wird das Einschwingverhalten der station

aren L

osung ex-
perimentell untersucht, w

ahrend in der neueren Arbeit [YS97] direkt
die Amplituden der station

aren L

osung untersucht werden (Abbildung
1.4). Bei der aufgenommenen A  T -Kurve wird in

Ubereinstimmung
zu (4.2) A
2
 T festgestellt; allerdings mit positivem Proportiona-
lit

atsfaktor, was im Gegensatz zu dem in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten
Ergebnis einem stetigen morphologischen

Ubergang entspricht.
An den numerischen Ergebnissen der vorliegenden Arbeit (Abb. 4.5)
wird jedoch beobachtet, da k
I
 A
2
bzw. k
II
=A  A
2
nur bis zu
einer Gr

oenordnung der Amplitude von A=L  10
 2
gilt, w

ahrend
die experimentellen Daten in [YS97] erst bei etwa A=L > 10
 2
begin-
nen. Die experimentell ermittelte quadratische Abh

angigkeit

uber ein
so groes Intervall kann hier nicht gekl

art werden, dazu m

ussen Ter-
me noch h

oherer Ordnung im Ansatz ber

ucksichtigt werden. Jedoch
ist denkbar, da zun

achst ein Verhalten gem

a den hier vorgestellten
Ergebnissen vorliegt, jedoch aufgrund der Kleinheit des Eekts bis-
her nicht experimentell beobachtet werden konnte. Vergleicht man die
Absch

atzung von T
min
  0:007 aus dem Abschnitt 4.2.2 mit der
Abbildung 1.4, gewinnt man eine Vorstellung von der zu erwartenden
Gr

oe des Hystereseeekts. Beim unstetigen morphologischen

Uber-
gang ist es zudem h

ochst schwierig, T
(1)
c
experimentell zu bestimmen,
da durch die Hystereseeekte naturbedingte Ungenauigkeiten auftre-
ten.
Als weiterer Faktor f

ur die auftretenden Abweichungen zwischen Theo-
rie und Experiment sind nat

urlich ebenso wie bei der linearen Analyse
die verwendeten Abstraktionen in der Modellierung (vgl. Abschnitt 3.3)
in Betracht zu ziehen.
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4.4 Numerische Behandlung und Kontrollrechnung
Die erforderlichen Koezienten in der Entwicklung der Spannungsin-
tensit

atsfaktoren werden numerisch bestimmt, indem f

ur durch die Pa-
rameter a; ;A
1
; ;A
3
und 
3
vorgegebene Rikonturen das thermoela-
stische Problem gel

ost wird. Dazu wird das FEM-Programm ANSYS
verwendet. Auf die Einzelheiten der Modellierung und Vernetzung des
gekr

ummten Risses wird im Anhang eingegangen.
Nachdem zun

achst gem

a der urspr

unglichen Ansatzmethode (Abschnitt
3.2.1) der morphologische

Ubergangspunkt n

aherungsweise zu [a

c
; 

c
]
bestimmt wird, k

onnen jeweils f

ur die Phasen  = 0 und  =

2
die
Spannungsintensit

atsfaktorenK
I
undK
II
in Abh

angigkeit von der Am-
plitude A, dem Abstand zwischen K

uhlfront und Rispitze a und der
Wellenl

ange  in der N

ahe des

Ubergangspunktes aufgenommen wer-
den. Nach der in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Vorgehensweise wird
nun mittels weniger Iterationen ein genauerer Wert [a
c
; 
c
] gefunden.
F

ur diese Werte werden noch einmal alle Kurven wie oben bestimmt,
zus

atzlich die Amplitudenabh

angigkeiten bei  =  

4
und  =

4
(Abb.
4.5 ) sowie die Abh

angigkeit des Mode-II-Spannungsintensit

atsfaktors
k
II
von der Amplitude der dritten Harmonischen (Abb. 4.6).
Die Koezienten der Entwicklungen (4.9) und (4.10) berechnen sich
gerade aus den Anstiegen der Kurven in diesen Abbildungen f

ur A
1
=
0,a = a
c
bzw.  = 
c
. Hierzu werden in den dargestellten Bereichen
lineare Regressionen in a und  bzw. quadratische Regressionen in A
1
durchgef

uhrt. Die Koezienten c
2
; c
3
; c
4
; c
5
; b
3
; b
4
; b
5
; b
6
; b
11
und b
12
sind
direkt den entsprechenden Kurven zu entnehmen, w

ahrend mit
k
I
j
a==T=0
= c

A
2
1
f

ur  =  =4;+=4 (4.32)
c
6
aus c
+= =4
, c
4
und c
5
zu berechnen ist, b
7
; b
8
; b
9
und b
10
hingegen
aus den Anstiegen
k
II
A





a==T=A
3
=0
= e

A
2
1
f

ur  = 0; =2; =4;+=4. (4.33)
Alle unmittelbar bestimmbaren Koezienten sind in den Abbildungen
4.5 und 4.6 eingetragen.
Aus der Entwicklung (4.9) erh

alt man f

ur  = +=4
c
=4
=
c
4
2
+
c
5
2
+
c
6
2
(4.34)
bzw. f

ur  =  =4
c
 =4
=
c
4
2
+
c
5
2
 
c
6
2
: (4.35)
Es gibt demzufolge mehrere

aquivalente Wege, c
6
zu berechnen:
c
6
= 2c
=4
 
c
4
2
 
c
5
2
(4.36)
50
=  2c
 =4
+
c
4
2
+
c
5
2
(4.37)
= c
=4
  c
 =4
(4.38)
(das Ergebnis des zweiten Weges (4.37) ist in Tabelle 4.3 in Klammern
angegeben). Durch analoge Vorgehensweise erh

alt man aus (4.10):
e
0
= b
8
+ b
10
(4.39)
e
=2
= b
7
  b
9
(4.40)
e
+=4
=
p
2
2
(b
7
+ b
8
+ b
9
  b
10
) (4.41)
e
 =4
=
p
2
2
( b
7
+ b
8
  b
9
  b
10
) (4.42)
(4.43)
und damit
b
7
=
e
=2
2
+
p
2
4

e
=4
  e
 =4

(4.44)
b
8
=
e
0
2
+
p
2
4

e
=4
+ e
 =4

(4.45)
b
9
=  
e
=2
2
+
p
2
4

e
=4
  e
 =4

(4.46)
b
10
=
e
0
2
 
p
2
4

e
=4
+ e
 =4

: (4.47)
(4.48)
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a) b)
c) d)
e) f)
a/L
λ /L
A
A2
k   /AII
k   /AII
k   /AII
φ= 0  
φ=+π/2
φ=−π/4
φ=+π/4   
c
c
c
c
e
e
e
e
4
5
-π/4
+π/4 +π/4
-π/40
π/2
c
b
b2
4
3
c3
b
b
6
5
1
1
1
1
2
k  I
1
a/L
k  I
λ /L
k  I
Abbildung 4.5: Zur Koezientenbestimmung f

ur vL=D = 100 mit 
c
=L = 0:148
und a
c
=L = 0:061: Jeweils einer der 3 Parameter Amplitude A, Wellenl

ange 
und Rispitzenabstand a von der K

uhlfront wird f

ur die angegebenen Phasen 
modiziert, die beiden anderen werden auf A = A

= 1=200,  = 
c
bzw. a = a
c
gesetzt. Der dabei aus dem Anstieg einer einzelnen Kurve gewonnene Koezient
ist f

ur jede Kurve angegeben. a) und b) k
I
und k
II
=A als Funktionen von A
2
1
f

ur
verschiedene Phasenlagen . c) und d) k
I
und k
II
=A als Funktionen von a=L. e)
und f) k
I
und k
II
=A in Abh

angigkeit von =L.
A3
k   II
φ  = 0  
φ  =+π/23
3 b
b
12
11
Abbildung 4.6: Auftragung von k
II
in Abh

angigkeit von der Amplitude A
3
der
3.Harmonischen der Rikontur zur Bestimmung der Koezienten b
11
und b
12
in
(4.10): Die Amplitude A
1
der 1. Harmonischen ist hier einfacherweise A = 0 gesetzt,
so da auch  = 0 angenommenwerden kann; dies ist aber nicht notwendig. F

ur  =

c
und a = a
c
ergeben sich die gesuchten Koezienten als Anstiege der dargestellten
Funktionen.
a) b)
A2
A2
k   /AIIk  I
φ= 0  
φ=+π/2
φ=−π/4
φ=+π/4   
1
1
1
Abbildung 4.7: k
I
und k
II
in Abh

angigkeit von A
1
f

ur gr

oere Amplituden als in
Abbildung 4.5 f

ur verschiedene Phasenlagen: Abweichungen der Kurven von Gera-
den zeigen A
1
 1=100 als die Grenze des Ansatzes mit maximal kubischer Ordnung
in A
1
und weisen auf zu ber

ucksichtigende Terme h

oherer Ordnung hin. Als zus

atz-
liche Referenz sind die Werte f

ur einen um L A
1
aus der Mitte verschobenen geraden
Ri eingetragen (gestrichelte Linien).
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Um die Ergebnisse der nichtlinearen Analyse (Tabelle in Abb. 4.3 aus
Abb. 4.5 und 4.6) zu

uberpr

ufen, wurde eine Kontrollrechnung durch-
gef

uhrt.

Ahnlich der Simulation in [Ger96] wird die Erf

ullung der Ri-
ausbreitungsbedingungen (2.18) und (2.20) zu jedemZeitpunkt des Ri-
fortschrittes gefordert, d.h. f

ur jede Phase , jedoch ist die Rikontur
schon durch den nichtlinearen Ansatz 4.3 vorgegeben. Die Riausbrei-
tungsbedingungen (2.18) und (2.20) m

ussen dann bis auf Ausnahme
h

oherer Terme, die nicht im Ansatz ber

ucksichtigt wurden, erf

ullt sein.
Dieses Vorgehen vermeidet die mit einer Simulation verbundenen nu-
merischen Schwierigkeiten, die insbesondere bei krummlinigen Rissen
und notwendigerweise endlicher Zeitschrittweite gravierend sind.
Zun

achst wurde f

ur eine beliebige Wellenl

ange  und ein konstantes
a (hier wurden die f

ur A ! 0 bestimmten  = 
c
und a = a
c
,
d.h.  = a = 0, verwendet) ein Ri mit einer endlichen Amplitude
A
1
= A

= 1=200 und A
3
= 0 vorgegeben (Abb. 4.8a). Die Tempera-
turdierenz wurde mit T = T
(1)
c
(T = 0) beibehalten. F

ur diesen
Ri wurden k
I
(Abb. 4.8b) und k
II
(Abb. 4.8c) in Abh

angigkeit von
der Phase  berechnet (Abb. 4.8b,c: Quadrate). Deutlich sind in der
Phasenabh

angigkeit von k
I
die 2. Harmonische und in k
II
neben der 1.
noch eine auftretende 3. Harmonische zu erkennen.
Nach Bestimmung der Koezienten in (4.9) und (4.10) k

onnen die
Spannungsintensit

atsfaktoren f

ur den vorgegebenen Ri bei a =  =
T = A
3
= 0 durch diese Entwicklungen bestimmt werden (Abb.
4.8b,c: durchgezogene Linien). Die

Ubereinstimmungmit den urspr

ung-
lich berechneten Werten zeigt, da f

ur den vorgegebenen Ri die Ent-
wicklungen (4.9) und (4.10) g

ultig sind und deren h

ohere Koezien-
ten bez

uglich A
1
korrekt bestimmt wurden. Der Ri mit den vorge-
gebenen Werten erf

ullt die Riausbreitungsbedingungen k
I
= 1 und
k
II
= 0 nicht. Zun

achst werden die Werte a(), ,A
3
und 
3
gem

a
den Ergebnissen der nichtlinearen Analyse bei T = 0 so angepat,
da bei dem vorgegebenen A
1
die Spannungsintensit

atsfaktoren pha-
senunabh

angig werden. Im Detail beseitigen die Korrekturen von 
nach (4.22) und von a nach (4.11) die erste Harmonische in der Pha-
senabh

angigkeit von k
II
und (mit den oszillierenden Termen aus (4.11))
die Phasenabh

angikeit von k
I
. Die dritte Harmonische in der Rikon-
tur mit der Amplitude A
3
nach (4.23) und der Phase 
3
nach (4.24)
eliminiert die 3.Harmonische in k
II
. Ohne Korrektur der Temperatur-
dierenz T ergeben sich die mit Sonnensymbolen dargestellten Punkte
in Abbildung 4.8b,c (gettet durch die gestrichelten Linien): Die Pha-
senabh

angigkeit der Spannungsintensit

atsfaktoren ist (im wesentlichen)
verschwunden. Um als letztes die Riausbreitungsbedingung k
I
= 1 zu
erf

ullen, mu die Temperaturdierenz T gem

a (4.20) gesenkt wer-
den, da sowohl K
I
als auch k
I
(nicht jedoch das auf T normierte k
I
)
proportional zu T sind. Dies best

atigt die Existenz einer station

aren
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Rißkontur
Kühlfront
-A
A
x
y
λ a
φ2π
a)
k   /AIIc)
x
k  Ib)
x
Abbildung 4.8: k
I
und k
II
=A in Abh

angigkeit von x bzw. der Phasenlage  als
Kontrollrechnung f

ur vL=D = 100: F

ur eine vorgegebene Rikontur (a) k

onnen die
normierten Spannungsintensit

atsfaktoren in Abh

angigkeit von der Phasenlage der
Rispitze  berechnet werden (Quadrate). Nach Bestimmung der Koezienten der
nichlinearen Entwicklungen (4.9) und (4.10) k

onnen diese f

ur die in den Rechnungen
verwendeten Parameter dargestellt werden (volle Linien) und anschlieend die not-
wendigen Parameter a, , A
3
und 
3
f

ur die station

are L

osung bestimmt werden.
Eine erneute Berechnung von k
I
bzw. k
II
mit den modizierten Werten (Kreis-
symbole) zeigt deren ann

ahernde Phasenunabh

angigkeit; k
II
= 0 ist damit erf

ullt
und k
I
= 1 kann allein durch Verringerung von T (entspricht einem unstetigen
morphologischen

Ubergang) erreicht werden (detailliertere Beschreibung im Text).
oszillierenden L

osung unterhalb T
(1)
c
und damit den unstetigen mor-
phologischen

Ubergang bei T
(1)
c
.
Neben der Existenz der bestimmten (instabilen) L

osung wird unter
Voraussetzung der Eindeutigkeit der L

osung die Richtigkeit der Ergeb-
nisse im Rahmen der verwendeten numerischen Formulierung (Modell
und Vernetzung) gezeigt. Auerdem gibt die Kontrollrechnung auch
Hinweise auf die G

ute der Vernetzung: Die Symmetrie bzw. Antisym-
metrie von k
I
bzw. k
II
bei Translation  !  +  wird numerisch
reproduziert, obwohl in dem f

ur diese Rechnung verwendeten Netz kei-
ne derartige Symmetrie vorhanden ist.
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Kapitel 5
Mehrfachrisse
In den folgenden Abschnitten soll die Ausbreitung mehrerer laufender
Risse betrachtet werden, zun

achst im Abschnitt 5.1 unter Verwendung
einer fast identischen Versuchsanordnung [RP97] f

ur den Fall eines sta-
tion

aren Temperaturfeldes. Dabei k

onnen die experimentellen Ergeb-
nisse aus [RP97] mit den bisher dargestellten Methoden gut modelliert
werden und in eine konsistente Darstellung mit numerischen Ergebnis-
sen der vorliegenden Arbeit und aus [Ger96] gebracht werden.
Besonders eindrucksvolle Mehrfachrimuster entstehen bei der Riaus-
breitung im instation

aren Temperaturfeld (Abb. 1.1). Die sich dabei
ausbildenden Ril

angenhierarchien sind mittels der Randelementme-
thode (BEM) in [Voj94] und [Mue95] numerisch untersucht worden.
Die numerischen Ergebnisse sollen im Abschnitt 5.2 durch Skalenbe-
trachtungen erg

anzt werden. Ein Vergleich der numerischen Ergebnisse
mit experimentellen Daten zeigt eine

uberraschend gute

Ubereinstim-
mung.
5.1 Mehrfachriausbreitung im station

aren Tem-
peraturfeld
Bei dem in [RP97] vorgestellten modizierten Yuse-Sano-Experiment
wird wiederum die Anordnung aus Abbildung 1.2 verwendet, so da
eine gute Parameterkontrolle und Reproduzierbarkeit erreicht wird. Je-
doch werden anstelle einer einzigen Einkerbung (vgl. Abschnitt 2.1.1)
am Probenanfang eine Anzahl N von Startkerben im gleichen Abstand
angebracht und die Ausbreitung der von diesen ausgehenden Risse un-
tersucht. Wie bei den Experimenten zum Einzelri aus Abschnitt 3.3
wird mit einer sich geringf

ugig

andernden Streifenbreite L gearbeitet
und bei konstanter Temperaturdierenz T und konstanter Geschwin-
digkeit v die kritische Probenbreite L
c
bzw. der Riabstand p zum
Zeitpunkt des morphologischen

Ubergangs bestimmt (vgl. Abb. 1.7).
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Im Falle mehrerer Risse k

onnen in vereinfachter Betrachtung die be-
nachbarten Risse in ihrer Wirkung auf den untersuchten Ri einem
freien Probenrand gleichgesetzt werden. Dann kann dasselbe Modell
eines Einzelrisses (Abb. 5.1a) auch f

ur die Mehrfachriausbreitung ge-
nutzt werden (Abb. 5.1b), nur da eine eektive Probenbreite L
eff
gleich dem doppeltem Riabstand p verwendet wird:
L
eff
= 2p =
2L
N + 1
: (5.1)
Dies wird z.B. in [YS97] zur Vermeidung experimentell unzug

anglicher
kleiner Probenbreiten getan (vgl. Abb. 3.15).
freier Rand
freier Rand
Rißufer als
freier Rand
Rißufer als
freier Randa) b)
L L eff
L/2 p
Abbildung 5.1: Geometriemodelle f

ur einen Ri (a) und mehrere Risse (b) im Ver-
gleich: Die Nachbarrisse in (b), die im allgemeinen Fall auch oszillieren k

onnen, sind
nur n

aherungsweise einem freien Rand gleichzusetzen.
Bei genauerer Betrachtung sind die Randbedingungen in den Abbildun-
gen 5.1 a und b jedoch nicht identisch. Zum einen ist der Ri nur auf
den Riufern bis zur Rispitze normalspannungsfrei, w

ahrend sich der
freie Rand

uber die gesamte L

ange des Streifens erstreckt. Zum anderen
wachsen die Nachbarrisse selbst, und k

onnen dadurch die vorliegende
Geometrie beeinussen: f

ur sie sind Riabstand, -l

ange und -kontur nur
bedingt als vorgegebene Gr

oen zu betrachten. Insbesondere k

onnen
bei mehreren laufenden Rissen weitere morphologische

Uberg

ange auf-
treten, z.B. eine

Anderung der Rizahl N (Abb. 1.7a), die ebenfalls
untersucht werden sollen. Die kritischen eektiven Probenbreiten L
eff
und damit die mittleren Riabst

ande p, bei denen ein morphologischer

Ubergang auftritt, sind damit von der Rianzahl N abh

angig. Dies wird
auch in der Darstellung der experimentellen Ergebnisse p(N) (Abb. 1.8)
belegt. Im folgenden ist das Ziel, die morphologischen

Uberg

ange unter
Ber

ucksichtigung der exakten Randbedingungen f

ur die Nachbarrisse
zu berechnen.
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5.1.1 Berechnung der morphologischen

Uberg

ange bei der
geraden Mehrfachriausbreitung
Zwei laufende Risse lassen sich zun

achst mit einemModell untersuchen,
das weiterhin nur einen Ri enth

alt, jedoch wird der freie Rand auf einer
Seite durch symmetrische Randbedingungen ersetzt, und der Abstand
p beider Risse wird als neuer Parameter hinzugenommen (Abb. 5.2a).
Der Abstand zwischen Rispitze und K

uhlfront a (in diesem symme-
trischen Modell f

ur beide Risse gleich) und der Riabstand p werden
so bestimmt, da beide Riausbreitungsbedingungen (2.18) und (2.20)
erf

ullt werden.
freier Rand
p/2
L/2
symmetrische Randbedingungen
a) b)
freier Rand
freier Rand
Lp Kühlfront
a
a
1
2
Abbildung 5.2: a) Aus dem Modell f

ur einen Einzelri abgeleitetes Geometriemo-
dell f

ur zwei Risse mit nur einem einzigen Ri und symmetrischen Randbedingungen
auf einem Rand: Dieses Modell wird auch (unter der Annahme, da die Oszillatio-
nen beider Risse symmetrisch, d.h. gegenphasig verlaufen) f

ur die Untersuchung
des

Ubergangs vom geraden zum oszillierenden Ri verwendet. b) Geometriemodell
f

ur zwei gerade Risse zur Untersuchung der Verzweigungsbedingung: Bei Unter-
schreitung einer bestimmten thermischen Last kann nicht mehr gen

ugend elastische
Energie freigesetzt werden, um beide Risse vorw

arts zu treiben; ein Ri wird ange-
halten.
Ein in Analogie zum Einzelri auftretendes Maximum von K
I
in Ab-
h

angigkeit von a und p ist zwar bestimmbar (analog zu Abb. 3.2),
die damit verbundene kritische Temperaturdierenz, ab der sich bei-
de Risse gleichzeitig ausbreiten k

onnen, ist jedoch ohne Bedeutung, da
stets schon bei niedrigeren Temperaturen einer der beiden Risse allein
startet. Stattdessen mu nach der Temperaturdierenz gefragt werden,
ab der die Ausbreitung beider Risse stabil ist. Dies wird untersucht,
indem auf die nach dem Modell aus Abbildung 5.2a berechneten Ri-
spitzenpositionen a St

orungen gegeben werden, so da eine Rispitze
den Abstand a
1
= a + da
1
, die andere den Abstand a
2
= a + da
2
zur
K

uhlfront besitzt. Dazu wird ein neues Modell ben

otigt, das die unter-
schiedlichen Ril

angen ber

ucksichtigt (Abb. 5.2b).
Es wird zun

achst von einem Zustand gleichlanger Risse mit einem Ab-
stand a der Rispitzen von der K

uhlfront ausgegangen. In

Uberein-
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stimmung zur quasistatischen Riausbreitung sind die Spannungsinten-
sit

atsfaktoren f

ur jeden Ri gleich dem kritischen Wert K
1
j
a
1
=a
2
=a
=
K
2
j
a
1
=a
2
=a
= K
I
c
, und es gilt wegen der Symmetrie gegen Vertauschung
beider Risse f

ur die Ableitungen nach der Ril

ange
K
11
=
@K
1
@a
1





a
1
=a
2
=a
=
@K
2
@a
2





a
1
=a
2
=a
= K
22
(5.2)
K
12
=
@K
1
@a
2





a
1
=a
2
=a
=
@K
2
@a
1





a
1
=a
2
=a
= K
21
(5.3)
und nach der Zeit
K
1t
=
@K
1
@t





a
1
=a
2
=a
=
@K
2
@t





a
1
=a
2
=a
= K
2t
: (5.4)
Der Term (5.4) kennzeichnet dabei die Entwicklung der Spannungsfel-
der bei konstanten Ril

angen bzw. Rispitzenpositionen mit fortschrei-
tender Zeit t. Im betrachteten Fall eines station

aren Temperaturfeldes
beschreibt dies im mit dem Streifen bewegten Koordinatensystem gera-
de das Wandern der K

uhlfront mit der Geschwindigkeit v; im mit der
K

uhlfront ruhenden Laborsystem gilt K
1t
= 0. Die Gleichungen und
die folgende Ableitung der Verzweigungsbedingung gelten aber auch
im Falle eines instation

aren Temperaturfeldes mit K
1t
6= 0: dort sind
a
1
und a
2
die Gesamtl

angen benachbarter Risse, und der Term (5.4)
beschreibt die Ver

anderung des Spannungsfeldes infolge der wachsen-
den Eindringtiefe (t) des Temperaturfeldes.
Bilden sich nach einem (beliebig kleinen) Zeitschritt dt die St

orungen
da
1
und da
2
in den Rispitzenpositionen, so

andern sich die Spannungs-
intensit

atsfaktoren um
dK
1
= K
11
da
1
+K
12
da
2
+K
1t
dt
und
dK
2
= K
21
da
1
+K
22
da
2
+K
2t
dt ;
bzw. unter Nutzung der eben aufgestellten Beziehungen (5.2)-(5.4) f

ur
die partiellen Ableitungen
dK
1
= K
11
da
1
+K
12
da
2
+K
1t
dt
und
dK
2
= K
12
da
1
+K
11
da
2
+K
1t
dt :
Beide Risse k

onnen wachsen, wenn die Riausbreitungsbedingung (2.15)
f

ur jeden Ri erf

ullt ist. F

uhrt jedoch eine St

orung da
1
6= da
2
dazu, da
der k

urzere Ri nicht nachw

achst, so kommt es zur Verzweigung: nur
einer der beiden Risse w

achst weiter. Sei o.B.d.A. der zweite Ri wie
in Abb. 5.2b mit da
2
< da
1
k

urzer, so lautet die Bedingung f

ur sein
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Anhalten dK
2
< 0, w

ahrend der andere Ri mit dK
1
 0 weiterw

achst.
Dann gilt f

ur die Dierenz
0 < dK
1
  dK
2
= (K
11
 K
12
)(da
1
  da
2
)
und folglich
K
12
< K
11
: (5.5)
Ist diese Bedingung dagegen nicht erf

ullt, kann der durch die St

orung
zur

uckgebliebene Ri wieder aufholen, der Verzweigungspunkt liegt ge-
nau bei
K
11
= K
12
: (5.6)
Dabei ist anzumerken, da bei quasistatischer Riausbreitung wegen
der Bedingung (2.16) K
11
< 0 gilt. Im Sinne eines Wettbewerbs um
die Freisetzung elastischer Energie [Voj94] ist im Falle einer instabilen
St

orung der Ril

angen mit (5.5) die Entlastung des k

urzeren Nach-
barrisses 2 jK
21
j = jK
12
j durch den l

angeren Ri 1 gr

oer als dessen
Selbstentlastung jK
11
j.
Im Grenzfall unendlich vieler Risse wird die Probenbreite L durch den
Riabstand p ersetzt. Das geometrische Modell ist mit dem f

ur einen
Ri identisch, jedoch werden auf beiden R

andern symmetrische Rand-
bedingungen verwendet (Abb. 5.3a). Damit wird wie beim geraden Ein-
zelri automatisch die RiausbreitungsbedingungK
II
= 0 (2.20) erf

ullt,
die Lage der Rispitze a wird durch die notwendige Erf

ullung von (2.18)
bestimmt.
symmetrische Randbedingungen
symmetrische Randbedingungen
p
p/2
p/2
Rißufer als
freier Rand
Rißufer als
freier Rand
p
symmetrische RB
symmetrische RBa) b)
Kühlfront
a
a
1
2
Abbildung 5.3: Geometriemodelle f

ur unendlich viele Risse a) in Analogie zum Ein-
zelri (Abb. 5.1a) bzw. zur Untersuchung des

Ubergangs vom geraden zum oszil-
lierenden Ri und b) Modell zur Untersuchung der Verzweigungsbedingung analog
Abb. 5.2b
Es existiert wiederum ein analog zum Einzelri bestimmbarer Grenz-
wert von T , f

ur den Riausbreitung

uberhaupt erst beginnt (gem

a
Abb. 3.2), der Riabstand ist jedoch durch Zur

ucklassen von Rissen
beliebig vergr

oerbar, so da bei niedrigeren Temperaturen immer die
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M
oglichkeit besteht, da weniger Risse mit einem gr

oeren Abstand
wachsen. Dies entspricht in Abbildung 3.2 einer Vergr

oerung von L
(= p f

ur N = 1): die normierte K
I
  a-Kurve bleibt identisch, aber
das normierte K
Ic
wird kleiner, so da f

ur gen

ugend groes p f

ur je-
des T ein Riwachstum m

oglich ist. Um den Abstand der laufenden
Risse bei einer bestimmten Temperatur zu bestimmen, ist es deshalb
wie bei der Ausbreitung von zwei Rissen notwendig, den stattndenden

Ubergang mit Ver

anderung der Rizahl zu untersuchen. Es wird wie bei
der instation

aren Riausbreitung in [Voj94, BBP92] angenommen, da
gerade die alternierendeMode, bei der genau jeder zweite Ri zur

uckge-
lassen wird, zuerst instabil wird. Es gen

ugt demzufolge, ein Modell mit
zwei Rissen und symmetrischen Randbedingungen zu betrachten (Abb.
5.3b) und dieselbe Verzweigungsbedingung (5.6) wie f

ur zwei Risse zu
verwenden. Dabei sind die Ril

angen a
1
und a
2
jeweils die L

angen be-
nachbarter Risse;

ubern

achste Nachbarn sind jeweils gleichlang.
Die numerischen Rechnungen zu den beiden hier betrachteten

Uber-
g

angen wurden bereits in [Ger96] mit Hilfe der Methode der niten
Elemente durchgef

uhrt. Dabei wurden die morphologischen

Ubergangs-
linien bestimmt, die hier analog zu der in den Abbildungen 3.3b und
3.6b gew

ahlten Darstellung durch Funktionen
~
f
(i)
N
beschrieben werden
sollen:
ET
p
L
K
Ic
=
~
f
(i)
N

D
vL

; (5.7)
wobei i = 0 f

ur die hier betrachteten

Uberg

ange mit

Anderung der
Rianzahl N steht, i = 1 f

ur die im n

achsten Abschnitt 5.1.2 unter-
suchten

Uberg

ange von gerader zur oszillierenden Riausbreitung. F

ur
N ! 1 ist dabei die Probenbreite L durch den Riabstand p zu er-
setzen. Um eine gemeinsame Darstellung mit den Ergebnissen f

ur eine
endliche Rianzahl N zu nden, die auch g

unstig f

ur die Auswertung
der experimentellen Ergebnisse in Abbildung 1.8 ist, wird der Zusam-
menhang (5.7) mit den mittleren Riabst

anden p anstelle der Proben-
breite L ausgedr

uckt:
ET
p
p
K
Ic
= f
(i)
N
 
D
vp
!
: (5.8)
F

ur einen Ri ist dieser nach Gleichung (5.1) gleich der halben Pro-
benbreite p = L=2, f

ur zwei Risse gilt p = L=3 (der genaue Abstand p
beider Risse ist abh

angig von den Lastparametern T und v nur n

ahe-
rungsweise gleich demmittleren Riabstand p = L=3; im folgenden wird
die Bezeichnung p auch hier f

ur den mittleren Riabstand verwendet)
und f

ur unendlich viele Risse entspricht der mittlere Riabstand gera-
de dem Riabstand aus dem Modell (Abb. 5.3). In Abbildung 5.4 wird
der Zusammenhang (5.8) f

ur N = 1; 2 und N !1 dargestellt. Dabei
entspricht Abbildung 5.4 f

ur N = 1 bis auf die Umrechnung von L auf
p der Abbildung 3.3b.
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D/(vp)
Eα∆T      / K Icp
instabile gerade oder 
keine Rißausbreitung
stabile gerade
Rißausbreitung 
N=1
N=2
N= 8
Abbildung 5.4: Darstellung der Funktionen f
(0)
N
in (5.8) nach FEM-Ergebnissen
f

ur die morphologischen

Uberg

ange mit Ver

anderung der Rianzahl: F

ur N = 1
ist dies das Einsetzen der Einzelriausbreitung nach Abbildung 3.3, f

ur N = 2
oder N =1 das Zur

ucklassen von Rissen unterhalb der Kurve nach Erf

ullung der
Verzweigungsbedingung auf der Kurve (5.6).
5.1.2 Berechnung der morphologischen

Uberg

ange von gera-
der zur oszillierenden Mehrfachriausbreitung
Die morphologischen

Uberg

ange bei der Mehrfachriausbreitung zu os-
zillierenden Rissen sind bisher nur wenig untersucht worden. In [Ger96]
ndet sich nur eine Einzelrechnung f

ur den

Ubergang von zwei gera-
den zu oszillierenden Rissen, die mittels numerischer Simulation durch-
gef

uhrt wurde. In der vorliegenden Arbeit werden die

Uberg

ange von
geraden zu oszillierenden Rissen generell mit der Ansatzmethode nach
Abschnitt 3.2.1 bestimmt, die jedoch gegebenenfalls abzu

andern oder
zu erweitern ist.
Der

Ubergang zu oszillierenden Rikonturen kann f

ur zwei Risse mit
dem Modell aus Abbildung 5.2 bestimmt werden; unter der Vorausset-
zung, da die Oszillationen beider Risse gerade gegenphasig, d.h. sym-
metrisch, verlaufen, wie es Abbildung 1.7b zumindest f

ur eine niedrige
Rianzahl N nahelegt. Das Verfahren entspricht der Ansatzmethode
(vgl. Abschnitt 3.2.1) f

ur den Einzelri mit der zus

atzlichen Bedin-
gung, da K
II
= 0 (2.20) f

ur den geraden Ri mit einer Amplitude
A = 0 nicht mehr trivialerweise, sondern nur durch Variation des Ri-
abstandes p zu erf

ullen ist. Gleichung (3.9) mu durch
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kII
= k
II

a
L
;
p
L





A=0
+
A
L

1
 

L
;
a
L
;
p
L
!
sin
+
A
L

2
 

L
;
a
L
;
p
L
!
cos  (5.9)
ersetzt werden. Anstelle von (3.10) liegt ein Gleichungssystem von 3
Gleichungen in den 3 Variablen a,  und p mit der zus

atzlichen Glei-
chung
0 = k
II

a
L
;
p
L





A=0
(5.10)
vor. Dieses Gleichungssystem kann nicht bez

uglich p entkoppelt wer-
den, da durch (5.10)

Anderungen von a immer mit

Anderungen von p
verkn

upft sind, so da es nicht gen

ugt, den richtigen Riabstand p ein-
fach f

ur den geraden Ri zu bestimmen, und dann a und  identisch zur
Ansatzmethode des Einzelrisses zu bestimmen. F

ur die durchzuf

uhren-
de Iteration ausgehend von Startwerten p
0
, a
0
und 
0
lautet die lineare
Entwicklung der rechten Seite von (5.10)
k
II

a
L
;
p
L





A=0
= k
0
+ k
a
a  a
0
L
+ k
p
p  p
0
L
(5.11)
mit
k
0
= k
II

a
0
L
;
p
0
L





A=0
; (5.12)
k
p
= L
@k
II
@p





A=0;a
0
;p
0
(5.13)
und
k
a
= L
@k
II
@a





A=0;a
0
;p
0
: (5.14)
F

ur endliche Amplituden sind 
1
und 
2
anstelle der beiden Gleichungen
(3.11) und (3.12) wie folgt zu berechnen:

1
 

L
;
a
L
;
p
L
!
=
L
A
0
@
k
II
 

L
;
a
L
;
p
L
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a
L
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p
L
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L
A
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k
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p
L
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II
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a
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p
L
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1
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Die linearen Entwicklungen analog (3.13) lauten dann nach (5.9)

1
(; a) = b
1
+ b
3
a  a
0
L
+ b
5
  
0
L
+ 
1p
p   p
0
L
(5.17)

2
(; a) = b
2
+ b
4
a  a
0
L
+ b
6
  
0
L
+ 
2p
p   p
0
L
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mit den Abk

urzungen

1p
 

0
L
;
a
0
L
;
p
0
L
!
= L
@
1
@p






0
;a
0
;p
0
; 
2p
 

0
L
;
a
0
L
;
p
0
L
!
= L
@
2
@p






0
;a
0
;p
0
zus

atzlich zu den in (3.13) verwendeten Symbolen. Das f

ur die Itera-
tion zu l

osende Gleichungssystem entsteht durch Nullsetzen der linken
Seiten in (5.11) und (5.17).
Im Gegensatz dazu kann die Untersuchung des morphologischen

Uber-
gangs zu oszillierenden Rissen f

ur N = 1 v

ollig analog zur Ansatz-
methode des Einzelrisses aus Abschnitt 3.2.1 durchgef

uhrt werden, da
aus Symmetriegr

unden K
II
f

ur gerade Risse automatisch verschwin-
det. Lediglich bei der numerischen Berechnung der Spannungsinten-
sit

atsfaktoren ist das Modell gem

a Abbildung 5.3a mit symmetrischen
Randbedingungen nach beiden Seiten (anstelle freier R

ander beim Ein-
zelri) zu verwenden. Voraussetzung hierf

ur ist allerdings wieder die
Annahme eines symmetrischen Verlaufs der oszillierenden Rikontur
von Nachbarrissen, d.h. gegenphasige Oszillationen wie im Experiment
(Abb. 1.7b).
Die numerischen Ergebnisse f

ur N = 2 (nach [Ger96]) und N ! 1
werden in Abbildung 5.5 wiederum mit den Ergebnissen f

ur N = 1 aus
Abschnitt 3.2 (Abb. 3.6b) zusammengefat und im n

achsten Abschnitt
5.1.3 diskutiert.
D/(vp)
Eα∆T      / K Icp
gerade
Rißausbreitung 
N=1
N=2
N= 8
oszillierende
Rißausbreitung 
Abbildung 5.5: Numerische Ergebnisse f
(1)
N
(5.8) zum morphologischen

Ubergang
von gerader zu oszillierender Riausbreitung beim Einzelri (N = 1) und bei Mehr-
fachrissen (N = 2 und N =1)
64
5.1.3 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen von Ronsin
und Perrin
Aus den in den Abbildungen 5.4 und 5.5 dargestellten

Ubergangslinien
f
(i)
N
(5.8) lassen sich die kritischen Riabst

ande p
c
f

ur bekannte Materi-
alparameter E, , D und K
Ic
und bekannte Lastparameter T und v
bestimmen. Hierzu wird die linke Seite der Gleichung (5.8) als Funktion
f von vp=D umgeschrieben:
f
 
D
vp
!
=
ET
p
D
K
Ic
p
v
1
q
D
vp
: (5.18)
Diese Funktion f ist imGegensatz zu f
(i)
N
unabh

angig von der Rianzahl
N , aber sowohl abh

angig von den Versuchparametern v und T als
auch den Materialparametern. Sie stellt immorphologischen Diagramm
gerade die Linie da, auf dem sich das System bei alleiniger Ver

anderung
von p (bzw. L) bewegt (vgl. Abb. 3.11). Der mittlere Riabstand f

ur
einen morphologischen

Ubergang p
c
ergibt sich durch Gleichsetzen von
f mit der entsprechenden

Ubergangslinie
f
(i)
N
 
D
vp
!
= f
 
D
vp
!
: (5.19)
In Abbildung 5.6a ist zus

atzlich zu den f
(i)
N
-Kurven aus den Abbildun-
gen 5.4 und 5.5 die Funktion f aus (5.18) f

ur die in [RP97] gew

ahlten
Gr

oen E = 7:23 10
10
Nm
 2
;  = 7:7 10
 6
K
 1
;T = 60 K;D =
4:7 10
 7
m
2
s
 1
; v = 0:25 10
 3
ms
 1
und K
Ic
= 4:8 10
5
Nm
 3=2
einge-
zeichnet. In der doppelt-logarithmischen Darstellung in Abbildung 5.6b
entspricht f einer Geraden, die bei

Anderungen der Versuchs- oder Ma-
terialparameter parallel verschoben wird.
Die mit den angegebenen Daten bestimmten Riabst

ande k

onnen di-
rekt mit den experimentellen Ergebnissen aus [RP97] (Abb. 1.8) vergli-
chen werden (Abb. 5.7). Beim Vergleich mit den experimentellen Wer-
ten ist zu beachten, da das bei den numerischen Rechnungen ver-
wendete Temperaturfeld (2.3) stark idealisiert ist. Durch zus

atzlichen
W

arme

ubergang im Spalt zwischen Ofen und K

uhlbad verringert sich
die eektive thermische Last bei gleicher Temperaturdierenz T , so
da im Experiment h

ohere Temperaturdierenzen
g
T > T vorliegen
m

ussen, um die gleiche Wirkung, die in der Theorie schon bei T er-
reicht wird, zu erzielen. Dieser Eekt kann am besten durch Anpassung
der Bruchz

ahigkeit K
Ic
bzw. der kritischen Energiefreisetzungsrate G
c
beschrieben werden [RHP95].

Anderungen von K
Ic
bewirken eine Par-
allelverschiebung der Geraden in Abbildung 5.6b. Gem

a der neueren
Arbeit [RP98] ist das zu verwendende G
c
bzw. K
Ic
zus

atzlich von T
abh

angig.
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N=1
N=2
N=2
N=1
N= 8
N= 8
D/(vp)
Eα∆T      / K Icp
N=1
N=2N= 
8
N=1
N=2
N= 8
D/(vp)
Eα∆T      / K Icp
f f
Abbildung 5.6: Zur Bestimmung der kritischen Riabst

ande: a) Darstellung der
morphologischen

Ubergangslinien f
(i)
N
aus den Abbildungen 5.4 und 5.5 und einer
versuchs- und materialparameterabh

angigen Funktion f nach (5.18) b) In einer
doppelt-logarithmischen Darstellung entspricht f einer Geraden. Die gesuchten kri-
tischen Riabst

ande ergeben sich jeweils als Schnittpunkte der

Ubergangslinien mit
der f-Kurven,

Anderungen von Parametern bewirken eine Parallelverschiebung der
Geraden in Abbildung b.
N
p (in mm)
Ronsin/Perrin
Mühle/Gerbatsch
Abbildung 5.7: Vergleich der durch numerische Modellierung mit FEM-Rechnungen
gewonnenen mittleren Riabst

ande f

ur morphologische

Uberg

ange mit verschiede-
nen Rianzahlen N = 1; 2 und N = 1 (bei N = 10 eingetragen) (Quadrate) mit
den experimentellen Ergebnissen von Ronsin/Perrin (Dreiecke) aus Abbildung 1.8.
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Da sich die f
(i)
N
-Kurven f

ur verschiedene Rianzahlen in Abbildung 5.6
schneiden, kann sich in Abh

angigkeit von den Versuchsparametern eine
andere Reihenfolge der morphologischen

Uberg

ange in Abh

angigkeit
von der Rizahl ergeben, d.h. ein unterschiedliches Monotonieverhal-
ten in Abbildung 5.7. Dies betrit jedoch nur die gew

ahlte Auftragung

uber den mittleren Riabst

anden, bei

Anderung der Probenbreite L
sollte die Reihenfolge der morphologischen

Uberg

ange monoton sein.
Der im Zusammenhang mit dem Experiment betrachtete Grenzwert
f

ur N ! 1 wird mit dem berechneten Fall unendlich vieler Risse
mit symmetrischen Randbedingungen gleichgesetzt (in Abb. 5.7 bei
N = 10 eingetragen). Im Gegensatz zur theoretischen Betrachtung,
bei der angenommen wird, da die alternierende Mode zuerst instabil
wird, bleiben im Experiment jedoch stets Risse am Probenrand zur

uck.
Es ist somit anzunehmen, da die

Uberg

ange f

ur ein endliches N > 2
bei abweichenden Werten auftreten. Ungekl

art ist, ob davon auch der
GrenzwertN !1 betroen wird, d.h. ob f

ur sehr viele Risse der Rand-
einu verschwindet. Ist dies der Fall, folgt sofort, da die in [RP97]
vermutete Gleichheit der Grenzwerte f

ur den

Ubergang von instabiler
zur stabilen Ausbreitung gerader Risse und von geraden zu oszillieren-
den Rissen nicht auftritt, f

ur beide

Uberg

ange gelten unterschiedliche
Kriterien, die auch deutlich verschiedene numerische Ergebnisse liefern.
5.2 Riausbreitung im instation

aren Temperatur-
feld { Thermoschockrisse
Im folgenden sollen die hierarchisch geordneten Rimuster beim Ther-
moschock (Abbildung 1.1) untersucht werden. Dabei werden hier nur
gerade Risse betrachtet; von Oszillationen der Rikontur wird abgese-
hen. Im Mittelpunkt des Interesses steht der morphologische

Ubergang
mit

Anderung der Rianzahl N bei quasistatischer Riausbreitung.
Der aus Abbildung 1.1 direkt zug

angliche experimentelle Fakt ist die
Abh

angigkeit der Ridichte  = 1=p von der Ril

ange a. Diese kann
hier mit den numerischen Ergebnissen aus [Voj94, Mue95] verglichen
werden. Die dortigen Ergebnisse lieferten bei der Untersuchung des Ska-
lenverhaltens Potenzgesetze

uber mehrere Gr

oenordnungen, allerdings
mit einem zu hinterfragenden nichtganzzahligen Exponenten. Dieser
kann durch analytische Absch

atzungen und Skalenbetrachtungen eli-
miniert werden.
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5.2.1 Entwicklung einer Ril

angenhierarchie { Verzweigungs-
bedingung
ImFall des instation

aren Temperaturfeldes ver

andert sich die Belastung
eines Risses mit der Zeit, so da nicht automatisch von einer vorgege-
benen konstanten Geometrie ausgegangen werden kann, wie im sta-
tion

aren Fall. Diese Zeitabh

angigkeit kann jedoch bei quasistatischer
Riausbreitung allein durch die thermische Eindringtiefe  (2.4) be-
schrieben werden, die als zus

atzliche L

ange bei Skalenbetrachtungen zu
ber

ucksichtigen ist.
Auch ist hier im Gegensatz zum station

aren Fall die dynamische Start-
phase sehr wichtig: aus statistisch im Material verteilten Mikrorissen
beginnen einzelne Risse instabil zu wachsen, wobei l

angere Risse zu-
erst starten, die nachfolgenden k

urzeren Risse jedoch bei etwa gleicher
L

ange ins stabile Riwachstum

ubergehen [BFW86]. Da auerdem mit
zunehmender L

ange eines Risses seine Umgebung st

arker entlastet wird,
ist das Nachwachsen k

urzerer Risse nur zwischen Rissen mit gen

ugend
groem Abstand m

oglich. Im Ergebnis dieser instabilen Phase bilden
die Risse eine Parkordnung, die n

aherungsweise als Anordnung gleich-
langer, gleichabst

andiger und paralleler Risse zu betrachten ist, was im
verwendeten Modell zun

achst getan wird.
Die Risse wachsen nun stabil infolge des weiteren Eindringens des Tem-
peraturfeldes, welches durch eine Zunahme der thermischen Eindring-
tiefe  (2.4) beschrieben wird. W

ahrend im station

aren Fall die Last-
verh

altnisse mit dem Fortschreiten der K

uhlfront unver

andert bleiben
und nur eine Verringerung der

aueren Last zum Liegenbleiben von Ris-
sen f

uhrt (vgl. Abschnitt 5.1), wird dieses hier durch die zunehmende
gegenseitige Entlastung infolge des Wachstums der Risse hervorgerufen.
Dabei ist die alternierende Mode, bei der jeder zweite Ri liegen bleibt,
bestimmend [Voj94]. Als Modell kann deshalb eine Geometrie mit zwei
zun

achst gleichlangen Rissen der L

angen a
1
und a
2
im Abstand p und
mit symmetrischen Randbedingungen gew

ahlt werden .
Die anzuwendende Verzweigungsbedingung ist dabei wiederum Glei-
chung (5.6) (anzuwenden auf Abbildung 2.3 mit nur zwei Rissen oder
Abbildung 5.3b mit instation

arem Temperaturfeld und a
i
als Gesamt-
ril

angen), die in [Voj94, Mue95] mit Hilfe der Randelementmethode
(BEM) numerisch ausgewertet wurde. Als Ergebnis erh

alt man folgen-
den Zusammenhang zwischen der kritischen Eindringtiefe 
c
und der
Ril

ange a = a
1
= a
2
beider Risse zum Verzweigungszeitpunkt bei
gegebenem Riabstand p

2
c
= Cap mit C = 0:577, (5.20)
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bzw. wie in Abbildung 5.8 dargestellt:
a

c
=
1
C
a
p
: (5.21)
a/p
(a/δ)2
verzweigte 
Strukur
unverzweigtes 
Wachstum
Abbildung 5.8: Der Zusammenhang zwischen thermischer Eindringtiefe , Riab-
stand p und Ril

ange a zum Verzweigungszeitpunkt
Dieser Zusammenhang kann durch einfache Betrachtungen imGrenzfall
kleiner Riabst

ande best

atigt werden [BBG95]. Es wird davon ausge-
gangen, da das Spannungsfeld einer Rispitze gerade in der Gr

oen-
ordnung des Riabstandes p abklingt, da sich senkrecht zur Riausbrei-
tungsrichtung in diesem Abstand ein Nachbarri bendet. Bei

Ubert-
ragung dieser Verh

altnisse auf die Richtung parallel zu den Rissen ist
ein Ri, dessen L

ange um den Abstand p im Vergleich zum Nachbarri
zur

uckgeblieben ist, vollst

andig entlastet, und man kann die partielle
Ableitung des Spannungsintensit

atsfaktors K
I
nach der Ril

ange wie
folgt n

ahern (wie im Abschnitt 5.1 wird der Index f

ur Mode-I wegge-
lassen) :
@K
1
(a
1
; a
2
; )
@a
2





a
1
=a
2
=a

K
1
(a; a+ p; ) K
1
(a; a; )
p
=  
K
1
(a; a; )
p
(5.22)
Zum Bifurkationszeitpunkt  = 
c
gilt (5.6). Die totale Ableitung von
K
I
(a; )  K
1
(a; a; ) = K
2
(a; a; ) nach der Ril

ange lautet dann
dK
I
(a; 
c
)
da
=
@K
1
(a
1
; a
2
; )
@a
1





a
1
=a
2
=a;=
c
+
@K
1
(a
1
; a
2
; )
@a
2





a
1
=a
2
=a;=
c
= 2
@K
1
(a
1
; a
2
; 
c
)
@a
2





a
1
=a
2
=a
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=  2
K
I
(a; 
c
)
p
: (5.23)
Im Fall kleiner Riabst

ande wird K
I
n

aherungsweise nur vom Feld am
Ort der Rispitze bei geschlossenem Ri bestimmt [BK73]
K
I
(a; ) = C
1
(a; )
p
p : (5.24)
F

ur Risse mit konstantem Druck auf die Riufer gilt C
1
= 1=
p
2; f

ur
das betrachtete Spannungsfeld erh

alt man durch Fit der numerischen
Ergebnisse C
1
= 0:75. Damit erh

alt man aus (5.23)
@(a; 
c
)
@a
  2
(a; 
c
)
p
: (5.25)
Die Ableitung auf der linken Seite nach Einsetzen des Spannungsfeldes
(2.13) lautet bis auf Proportionalit

atsfaktoren
@(a; 
c
)
@a
 ET
e
 (
a

c
)
2

c
; (5.26)
w

ahrend f

ur die rechte Seite von (5.24) die f

ur etwa 0:5 <  = a=
g

ultige N

aherung
erfc() 
exp( 
2
)
p
 
(5.27)
verwendet wird. Durch Einsetzen von (5.27) und (5.26) in (5.25) erh

alt
man Beziehung (5.20) mit Ausnahme des Proportionalit

atsfaktors C,
f

ur den der aus den numerischen Ergebnissen gewonnene Wert

uber-
nommen wird.
5.2.2 Riausbreitungsbedingung und Skalenverhalten
Gleichung (5.20) liefert einen Zusammenhang zwischen den Geometrie-
l

angen a und p und der thermischen Eindringtiefe  zum Zeitpunkt
der Verzweigung. Die Eindringtiefe  beschreibt das Abklingverhalten
und damit die r

aumliche Ver

anderung des Temperaturfeldes, nicht aber
seine St

arke. Diese wird mit der Lastl

ange l
0
(2.19) in Relation zum
Riwiderstand K
Ic
des Materials gesetzt. Aus den vier das Experiment
beschreibenden L

angen lassen sich 3 dimensionslose L

angenverh

altnisse
bilden: p=a beschreibt die Geometrie, l
0
=a die St

arke des Temperaturfel-
des und =a den Temperaturgradienten (gr

oere Werte bedeuten dabei
schw

achere Felder bzw. Gradienten).
Durch (5.20) ist der Zusammenhang zwischen p=a und =a gegeben:

a
=
r
C
p
a
; (5.28)
70
um das Geometrieverh

altnis p=a zumVerzweigungszeitpunkt in Abh

angig-
keit von der Last l
0
=a zu bestimmen, ist noch eine weitere Bedingung
notwendig. Diese ist gerade die Riausbreitungsbedingung (2.18), for-
muliert als ein Zusammenhang zwischen den 3 L

angenverh

altnissen:
l
0
a
= g
 
p
a
;

a
!
; (5.29)
wobei =a durch (5.28) eliminiert werden kann.
Bei den numerischen Rechnungen in [Voj94, Mue95] wurde nur der re-
sultierende Zusammenhang zwischen p=a und l
0
=a ermittelt, die Funk-
tion g wurde nicht explizit bestimmt. Es ergibt sich n

aherungweise ein
Potenzgesetz
l
0
a


p
a

6:7
(5.30)
bzw. in einer alternativen Darstellung
a
l
0


p
l
0

1:14
(5.31)

uber mehrere Gr

oenordnungen (Abb. 5.9).
l
p
0
l
a
0
verzweigte 
Strukur
unverzweigtes 
Wachstum
Riß-
wachstum
Abbildung 5.9: Die auftretenden Morphologien beim Riwachstum im instation

aren
Temperaturfeld in Abh

angigkeit von den auf die Lastl

ange l
0
normierten Geome-
triegr

oen. Die numerischen Werte zeigen den Zusammenhang zwischen Riabstand
p und Ril

ange a zum Verzweigungszeitpunkt, die gestrichelte Linie entspricht dem
Potenzt (5.31).
Durch genauere Untersuchung ist der nichtganzzahlige Exponent elimi-
nierbar. Dabei wird wiederumGleichung (5.24) verwendet, nach Einset-
zen des Temperaturfeldes (2.4), der Riausbreitungsbedingung (2.18)
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und der Denitionsgleichung von l
0
(2.19) erh

alt man
l
0
= p

C
1
erfc

a


2
; (5.32)
und damit sofort die Funktion g in (5.29). Unter Verwendung der
Verzweigungsbedingung (5.20) und erneutem Ausnutzen der N

aherung
(5.27) ndet man schlielich den Zusammenhang
al
0
p
2
=
C
2
1
C

e
 
2a
Cp
(5.33)
mit den Fitparametern C
1
= 0:75 (5.24) und C = 0:577 (5.20). (5.33)
kann als Parameterdarstellung f

ur den Zusammenhang zwischen a=l
0
und p=l
0
beschrieben
a
l
0
=
 
a
p
!
2

C
2
1
C
e
+
2a
Cp
(5.34)
p
l
0
=
a
p

C
2
1
C
e
+
2a
Cp
(5.35)
und in Abbildung 5.10 mit den numerischenWerten dargestellt werden.
Asymptotisch beschreibt (5.34) bzw. (5.33) (durchgezogene Linie) die
Werte besser als der Potenzt (5.31) (gestrichelte Linie).
l
p
0
l
a
0
Abbildung 5.10: Vergleich zwischen der aus Skalenbetrachtungen abgeleiteten For-
mel ((5.33), durchgezogene Linie) und den numerischen Ergebnissen. Die Werte
werden deutlich besser beschrieben als mit dem Potenzt ((5.31), gestrichelte Li-
nie).
F

ur groe Riabst

ande p !1 ergibt sich aus (5.33)
a
p
 ln

p
l
0
p
a

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= ln
p
l
0
+ ln
p
a
; (5.36)
wobei imGrenz

ubergang ln(p=a) gegen

uber ln(p=l
0
) vernachl

assigt wer-
den kann. So kann der nichtganzzahlige Exponent in (5.31) als Ex-
ponent 1 mit einer zus

atzlichen logarithmischen Korrektur verstanden
werden:
a  p ln
p
l
0
f

ur p!1. (5.37)
5.2.3 Vergleich mit der experimentell bestimmten Ridich-
teverteilung
Die Ergebnisse des Experiments aus Abbildung 1.1 lassen sich direkt
in Abbildung 5.9 eintragen und mit den numerischen Ergebnissen ver-
gleichen. Hierzu werden f

ur verschiedene vorgegebene Ril

angen a je-
weils die Anzahl N(a) der Risse auf der nach dem Experiment vorlie-
genden Probe bestimmt, die diese L

ange erreichen oder

uberschreiten.
Nach Division durch die Gesamtl

ange der Probe erh

alt man die Ri-
dichte  = 1=p in Abh

angigkeit von der Ril

ange a. Die Lastl

ange l
0
wird gem

a (2.19) zu l
0
= 8:3 10
 5
m aus den Materialdaten bestimmt
[Rei90], so da alle Parameter bekannt sind und kein zus

atzlicher Fit der
experimentellen Daten durchgef

uhrt wird. Umso erstaunlicher ist die
gute

Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Numerik (Abb. 5.11).
Die Abweichungen f

ur groe Ril

angen beruhen darauf, da die nu-
merischen Rechnungen mit dem Modell eines Halbraums durchgef

uhrt
wurden, w

ahrend beim Experiment die Risse von beiden Seiten einer
Probe mit endlichen Abmessungen aufeinander zu laufen.
l
p
0
l
a
0
Abbildung 5.11: Vergleich zwischen der experimentellen Ridichte (Quadrate) mit
numerischen Ergebnissen (durchgezogene Kurve): Ohne einen einzigen Fit ergibt
sich eine erstaunlich gute

Ubereinstimmung. Die Abweichungen f

ur groe Ril

angen
sind auf die endliche Probenabmessung zur

uckzuf

uhren.
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Kapitel 6
Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde die Strukturbildung beim Riwachstum im sta-
tion

aren und instation

aren Temperaturfeld theoretisch analysiert und
numerisch mittels der Methode der niten Elemente (FEM) behan-
delt. Dazu waren die Grundgleichungen der linearen Elastizit

atstheorie
mit vorgegebenen Randbedingungen auf dem bewegten Ri zu l

osen
(Moving-Boundary-Problem). Aus den Riausbreitungsbedingungen
wurde die

Anderung der Rikonguration berechnet. F

ur dieses nicht-
lineare Problem k

onnen mehrere L

osungen existieren. Eine Stabilit

ats-
analyse lieferte die morphologischen

Uberg

ange in Abh

angigkeit von
den Proze-, Geometrie- und Materialparametern.
Der experimentell beobachtete

Ubergang zwischen gerader und oszil-
lierender Riausbreitung am langsam eingetauchten Glasstreifen wur-
de mit Hilfe einer in der Amplitude der Rioszillationen nichtlinearen
Entwicklung untersucht. Dazu wurde die Ansatzmethode nach Ger-
batsch auf h

ohere Harmonische in der Rikontur erweitert. Die Riaus-
breitungsbedingungen lieferten in der Extrapolation auf eine beliebig
kleine Amplitude (im Vergleich zu Rechnungen bei endlicher Amplitu-
de von Gerbatsch) verbesserte Werte f

ur die kritische Wellenl

ange in
Abh

angigkeit von der Eintauchgeschwindigkeit. Die

Ubereinstimmung
mit experimentellen Ergebnissen von Ronsin und Perrin ist gut.
Es konnte gezeigt werden, da das von Adda-Bedia und Pomeau ver-
wendete Verzweigungskriterium nicht hinreichend ist. Es f

uhrt bei klei-
nen Eintauchgeschwindigkeiten zu groen Abweichungen in der kriti-
schen Wellenl

ange.
Die in der Literatur in unterschiedlichen Experimenten bestimmten
morphologischen

Uberg

ange zwischen keinem Ri, einem geraden Ri
und einem oszillierenden Ri wurden in einer einheitlichen normier-
ten Darstellung zusammengefat und mit den theoretischen Ergebnis-
sen verglichen. Die Theorie lieferte untere Grenzkurven f

ur die jewei-
ligen

Uberg

ange mit guter

Ubereinstimmung f

ur gr

oere Eintauchge-
schwindigkeiten.Die experimentellenWerte streuen infolge unterschied-
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lich realisierter Temperaturfelder in Abh

angigkeit von der Eintauchge-
schwindigkeit und dem W

arme

ubergang zwischen Probe und Umge-
bung bzw. K

uhlbad. Um eine bessere quantitative

Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment zu erreichen, w

are es notwendig, die
bruchmechanische Analyse f

ur das an der Probe gemessene Tempera-
turfeld durchzuf

uhren.
Mit Hilfe der nichtlinearen Analyse wurde f

ur alle Eintauchgeschwin-
digkeiten ein unstetiger

Ubergang zwischen gerader und oszillierender
Riausbreitung berechnet. Der numerische Aufwand ist hoch, da f

ur
die nichtlineare Entwickung 12 Koezienten bestimmt werden muten.
Die Ergebnisse sind im Rahmen der Numerik selbstkonsistent. Der be-
rechnete Hystereseeekt ist gering. Im Experiment von Yuso und Sano
wurde ein stetiger

Ubergang bestimmt, allerdings f

ur gr

oere Amplitu-
den als dem G

ultigkeitsbereich des nichtlinearen Ansatzes entsprechen.
Die Analyse wurde auf Mehrfachriausbreitung beim eingetauchten
Glasstreifen erweitert und das morphologische Diagramm f

ur die kriti-
schen Riabst

ande bei gerader und oszillierender Mehrfachriausbrei-
tung berechnet. Trotz der Dierenzen zwischen Modell und Experiment
bez

uglich des Temperaturfeldes konnte eine einheitliche Darstellung f

ur
die theoretischen und experimentellen Ergebnisse von Ronsin und Per-
rin mit einer befriedigenden

Ubereinstimmung gefunden werden. Im
Grenz

ubergang sehr vieler Risse folgen { anders als in der Literatur
aus dem Experiment geschlufolgert wurde { unterschiedliche Grenz-
werte f

ur die kritischen Riabst

ande der betrachteten morphologischen

Uberg

ange.
Als Problem im instation

aren Temperaturfeld wurden hierarchisch ge-
ordnete Ril

angenstrukturen untersucht, die beim Abschrecken einer
erw

armten Probe in einem K

uhlmedium entstehen. Die beobachtete
Abnahme der Ridichte mit wachsender Ril

ange konnte mittels Ska-
lenbetrachtungen f

ur den Halbraum auf eine inverse Abh

angigkeit mit
logarithmischen Korrekturen zur

uckgef

uhrt und der in [Voj94, Mue95]
berechnete nichtganzzahlige Exponent verstanden werden.
Dar

uber hinaus liefert die Theorie ohne Fitparameter die aus Abschreck-
experimenten von Fischer [BFW86] ermittelte Abh

angigkeit der Ri-
dichte von der Ril

ange.
Die gemeinsame Ursache aller Rimuster sind Zugspannungen als Fol-
ge lokalisierter Schrumpfungsprozesse. Dabei spielt es keine wesent-
liche Rolle, ob das Schrumpfen durch Abk

uhlung, Austrocknen oder
Polungsvorg

ange in Piezoelektrika hervorgerufen wird. In Fortsetzung
dieser Arbeit wird im Rahmen des Schwerpunktprogrammes
"
Multi-
funktionswerkstoe\ ein von der DFG gef

ordertes Forschungsprojekt
zum Thema
"
Bildung und Ausbreitung von Ein- und Mehrfachrissen
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in Piezoelektrika infolge elektrisch gesteuerter Umpolung \ bearbeitet.
Die elektrischen Experimente lassen pr

azisere Messungen zur Struktur-
bildung bei Riausbreitung erwarten.
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Anhang:
Numerische Behandlung des
oszillierenden Risses (FEM)
F

ur die in der vorliegenden Arbeit durchgef

uhrten Analysen im Rah-
men der linear-elastischen Bruchmechanik sind die Spannungsinten-
sit

atsfaktoren K
I
und K
II
f

ur vorgegebene Ri- und Probengeometrie,
Materialparameter und Belastungsgr

oen zu bestimmen. Die Berech-
nung erfolgt mit Hilfe der Methode der niten Elemente (FEM). Dabei
werden die in der Probe auftretenden Verschiebungen u
i
als Linear-
kombination von endlich vielen, geometrieabh

angigen Basisfunktionen
dargestellt und damit die Gleichungen (2.6)-(2.9) auf ein lineares Glei-
chungssystem f

ur die Basiskoezienten reduziert. Aus der L

osung des
Gleichungssystems ergeben sich die Verschiebungen in der Probe, aus
denen sich die Spannungsintensit

atsfaktoren bestimmen lassen. Nach
Abschnitt 2.2 wird ein ebenes Problem mit vorliegendem ebenen Span-
nungszustand betrachtet. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen
den Spannungsintensit

atsfaktoren und den Verschiebungen beider Ri-
ufer gegeneinander:
K
I
=
E
8
s
2
r
u
y
(6.1)
K
II
=
E
8
s
2
r
u
x
: (6.2)
Dabei sind u
x
und u
y
die Dierenzen der Riuferverschiebungen
parallel und senkrecht zum Ri in einem Abstand r von der Rispitze.
Der unendlich lange Streifen wird durch eine endliche Probe mit ei-
ner Streifenbreite L und einer Streifenl

ange von ca. 8L ersetzt. Die
Ril

ange betr

agt ca. 1:5   2L (d.h. 4-10 Perioden des oszillierenden
Risses). In [Ger96] wurde durch Simulation gezeigt, da der Einu der
Anfangskontur des Risses schon nach wenigen (ca. 1-2) Perioden oh-
ne Einu auf den weiteren Riverlauf bleibt, so da die Rikontur in
gr

oerem Abstand von der Rispitze mit geringerer Genauigkeit mo-
delliert werden darf. Eine Testrechnung ergab ein

ahnliches Ergebniss
f

ur den Einu des linken Randes, der nach ca. 1-3 Perioden bzw. der
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Streifenbreite L verschwindet.
Die Probe wird in ein Netz von Drei- und Vierecken zerlegt (Vernet-
zung), deren Eckpunkte als Knoten bezeichnet werden. Als Basisfunk-
tionen werden stetige Funktionen verwendet, die nur in der Umgebung
eines einzigen Knotens von Null verschieden sind, und f

ur alle anderen
Knoten verschwinden. Diese Funktionen sind entweder st

uckweise line-
ar oder, wie in den durchgef

uhrten Rechnungen, Splines, die durch die
Verschiebungen auf zus

atzlich eingef

uhrten Mittelknoten deniert wer-
den. Die Vernetzung der Probe und die Berechnung der Verschiebungen
erfolgte mit dem kommerziellen Programmsystem ANSYS (Versionen
5.1 und 5.3) .
In [Ger96] wird ein f

ur einen geraden Ri erzeugtes Ausgangsnetz auf
die gegebene Rigeometrie abgebildet und f

ur den oszillierenden Ri
verzerrt. Die Grenzen dieser Vorgehensweise liegen insbesondere in den
geringen erreichbaren Riamplituden. In der vorliegenden Arbeit soll-
te im Unterschied dazu mit der in ANSYS integrierten automatischen
Vernetzung gearbeitet werden [Ans94], die ein irregul

ares Netz erzeugt
und damit auch f

ur groe Amplituden einsetzbar ist. Als grundlegender
Nachteil der automatischen Vernetzung erwiesen sich jedoch die durch
ein
"
indeterministisches\ Netz hervorgerufene Nichtreproduzierbarkeit
(insbesondere beim Programmversionswechsel) und die schlechte Qua-
lit

at des Netzes in Rispitzenn

ahe. Deshalb wurden die Freiheitsgrade
der automatischen Vernetzung so reduziert, da das Ergebnis wieder
einem verzerrten Netz entspricht.
RißL
Streifenlänge
Kühlfront
Rißspitze
a)
Rißspitze
Kühlfront
Riß
b)
Abbildung 6.1: a) Zerlegung der endlichen Probe in verschiedene Bereiche zur Vor-
bereitung der Vernetzung: Es wird eine Geometrie mit einer Streifenbreite L, ei-
ner Streifenl

ange von ca. 8L und einer Gesamtril

ange von ca.1:5 L verwendet.
F

ur vL=D = 100 ergeben sich ein Abstand zwischen K

uhlfront und Rispitze
a
c
= 0:061 L und eine Wellenl

ange 
c
= 0:148 L. b) zeigt einen Ausschnitt in
N

ahe der Rispitze.
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Bei der Vernetzung sind als Randbedingungen eine nicht zu hohe Kno-
tenzahl (ca.10 000 bei ANSYS 5.1) wegen Programm- und Speicher-
beschr

ankungen zu beachten (zum Vergleich: [Ger96] etwa 2000). Um
trotzdem eine dichte Vernetzung in Rispitzenn

ahe, an der K

uhlfront
(wegen des steilen Temperaturgradienten) und auf den Riufern zu er-
reichen, wird die Probe zun

achst in verschiedene Bereiche eingeteilt
(Abb. 6.1). Insbesondere wird ein kreisf

ormiger Bereich zur radialsym-
metrischen Vernetzung um die Rispitze vorgesehen (Abb. 6.1b).
a) b)
c) d)
Abbildung 6.2: Vernetzung der Probe f

ur vL=D = 100 mit nicht mastabsgerecht
dargestellter Verformung infolge des Temperaturfeldes: a) linker Rand b) rechter
Rand c) Riufer d) Gebiet um K

uhlfront und Rispitze. a) und b) zeigen die Ver-
gr

oberung des Netzes in den Auenbereichen, c) die Modellierung der Rikontur
und d) die Verfeinerung der Vernetzung um Rispitze und K

uhlfront.
Die resultierenden Gebiete werden so vernetzt, da die Gesamtanzahl
der Elemente m

oglichst niedrig ist, d.h. insbesondere groe Elemente
in den Auenbereichen verwendet werden, die Rispitzenelemente da-
gegen m

oglichst klein sind (Ausdehnung bis etwa 10
 5
: : : 10
 4
L) und
nirgendwo groe L

angenmiverh

altnisse auftreten (Abb. 6.2 und 6.3).
Neben einer optischen

Uberpr

ufung des Netzes wird dabei das Ener-
giefehlerma als Hilfsmittel verwendet. Dabei werden aus den berech-
neten stetigen Verschiebungen nach Gleichung (2.7) die Spannungen
berechnet, die im allgemeinen nicht stetig sind. Die Unstetigkeiten der
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Spannungen in den Knotenpunkten werden mit den Verzerrungen zum
Energiefehlerma verkn

upft, das einerseits ein lokales Ma f

ur Netzun-
genauigkeiten und andererseits nach Summation

uber die gesamte Pro-
be ein globales Fehlerma darstellt. Der globale Energiefehler lag f

ur
die durchgef

uhrten Rechnungen bei 5-10 %, im Gegensatz zu anf

angli-
chen 20 % bei der urspr

unglichen automatischen Vernetzung.
a) b)
c) d)
Abbildung 6.3: vergr

oerte Ausschnitte aus Abbildung 6.2d (Verformung nicht ma-
stabsgerecht dargestellt) a) oberer Probenrand in N

ahe der K

uhlfront b) Gebiet um
Rispitze und K

uhlfront (vgl. Abb. 6.1b) c) kreisf

ormiges Gebiet in Rispitzenn

ahe
d) Elemente an der Rispitze
F

ur die Modellierung der gekr

ummten Rir

ander stehen in ANSYS
Splines zur Verf

ugung; dabei ist insbesondere auf den korrekten Anstieg
des Risses an der Rispitze zu achten. F

ur die Rispitze selbst wurden
urspr

unglich die in ANSYS implementierten Rispitzenelemente mit
Mittelknotenverschiebung auf 1=4 verwendet. Nach der Umstellung auf
eine radialsymmetrische Vernetzung um die Rispitze (Abb. 6.3d) war
deren automatische Erstellung nicht mehr m

oglich, es wurden statt-
dessen Viereckselemente verwendet, bei denen eine Seitenl

ange auf 0
reduziert und die Mittelpunktsknoten der Nachbarseiten entsprechend
verschoben wurden.
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Die in ANSYS 5.1 implementierte Methode zur Bestimmung der Span-
nungsintensit

atsfaktoren [Ans94] erwies sich als fehlerhaft, so da ein
anderes Verfahren gefunden werden mute. Die Bestimmung aus den
Spannungen anhand der Denitionsgleichung (2.14) wird nicht benutzt,
da die Spannungen nur sekund

ares Ergebnis der FEM-Rechnungen sind
und in der N

ahe der Spannungssingularit

at an der Rispitze von Na-
tur aus ungenau zu berechnen sind. Stattdessen wird gem

a (6.1) eine
lineare Regression von u
i
=
p
r

uber r durchgef

uhrt und der f

ur r ! 0
extrapolierte Wert verwendet. Dieses Verfahren wird gegen

uber dem in
[Ger96] verwendeten J-Integral und dem Rischlieungsintegral bevor-
zugt, da bei einer Regression zus

atzlich ein G

utema enthalten ist, im
Gegensatz zu einem einzelnenWert bei den anderen Methoden. Diverse
Testrechnungen zeigen eine

Ubereinstimmungmit den Spannungsinten-
sit

atsfaktoren aus [Ger96].
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